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HY437 – Αλγόριθμοι CAD

Διδάςκων: Χ. Σωτηρίου

http://inf-server.inf.uth.gr/courses/CE437/
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Κυβική Κωδικοποίηςη Θέςησ
 Θ κυβικι κωδικοποίθςθ αντιπροςωπεφει ςτισ κζςεισ των 

όρων τα 0, 1, - από δυαδικό κωδικό:

 Διπλαςιάηει τισ ςτιλεσ των κφβων

 Πράξεισ μεταξφ κφβων ορίηονται εφκολα και βολικά ςτθν 
κωδικοποίθςθ!

 Θ φπαρξθ του 00 (ΑΚΤΡΟΤ) ςε ζναν κφβο ςθμαίνει ότι είναι 
άκυροσ και αφαιρείται!

Σφμβολο Κωδικοποίθςθ

ΑΚΥΡΟ 00

0 10

1 01

- 11
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Κυβική Κωδικοποίηςη Θέςησ

 Παράδειγμα: f = a’d’ + a’b + ab’ + ac’d

 ΢ε κυβικι κωδικοποίθςθ ζχουμε:

 ΢τθν κυβικι αναπαράςταςθ θ ςυνάρτθςθ είναι ςφνολα (λίςτα) 
κφβων και ορίηονται εφκολα πράξεισ μεταξφ τουσ

a b c d

10 11 11 10 a’d’

10 01 11 11 a’b

01 10 11 11 ab’

01 11 10 01 ac’d
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Κυβική Κωδικοποίηςη Θέςησ - Πράξεισ

 Τομι Κφβων: μεγαλφτεροσ κφβοσ που εμπεριζχεται ςτουσ δυο: 

γινόμενο bit προσ bit

 Υπερκφβοσ (supercube): μικρότεροσ κφβοσ που εμπεριζχει 
τουσ δυο κφβουσ: άκροιςμα bit προσ bit

 Απόςταςθ Κφβων: αρικμόσ των 00 (άκυρων) πεδίων ςτθν 
τομι τουσ – αν θ απόςταςθ είναι 0, οι κφβοι τζμνονται

 Κφβοσ α καλφπτει το β: όταν το a είναι > (bit προσ bit)

από το b
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Κυβική Κωδικοποίηςη Θέςησ - Πράξεισ

 Κακολικόσ Κφβοσ U = 11 11 11 … 11

 Πράξθ α # β(sharp): ςφνολο κφβων που καλφπτονται από τον
α και όχι από τον β
 α = a1 a2 … an, και β = b1 b2 … bn

 α # β = 

 α (#) β = 

 α (consensus) β =

a1.  b1’ a2 … an

a1 a2 . b2’ … an

a1 a2 … an . bn’

a1 . b1’ a2 … an

a1 . b1’ a2 . b2’ … an

a1 . b1’ a2 . b2’ … an . bn’

a1 + b1 a2 . b2 … an . bn

a1 . b1 a2 + b2 … an . bn

a1 . b1 a2 . b2 … an + bn
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Κυβική Κωδικοποίηςη Θέςησ - Πράξεισ

 Πράξεισ ςε πίνακεσ:

 Για τισ πράξεισ #, cons θ ςειρά ζχει ςθμαςία (εξ’ οριςμοφ):

 a # F = a # (f1, f2, ..., fn) = 

(a # f1).(a # f2). ... (a # fn)

 F # a = (f1, f2, ..., fn) # a = 

(f1 # a) + (f2 # a) ... (fn # a)

 F # Q = (f1, f2, ..., fn) # (q1, q2, ..., qn) 

=

((f1 # q1) + (f2 # q1) + ... + (fn # q1)).

((f1 # q2) + (f2 # q2) + ... + (fn # q2)). ...

((f1 # qn) + (f2 # qn) + ... + (fn # qn))

 Ομοίωσ για τθν ομοφωνία
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Κυβική Κωδικοποίηςη Θέςησ - Πράξεισ

 ΢υν-παράγοντασ α|β, όπου α και β κφβοι

 α = a1 a2 … an, και β = b1 b2 … bn

 Αν (για κάκε κφβο) θ τομι α, β (α . β) είναι κενι, τότε και το 
αποτζλεςμα είναι κενό, αλλιϊσ, αν υπάρχει τομι:

 α|β = 

 π.χ. ζςτω f = a’b’ + ab, β = a (01 11)

 ζτςι: α|β = 11 01 (b)
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a1 + b1’ a2 + b2’ … an + bn’

a b f

10 10 a’b’

01 01 ab

10 10 x 01 11 = 00 00  ΚΕΝΟ

01 01 x 01 11 = 01 11  MH KENO

Σχόλια για τον Συν-παράγοντα α|β

 Ο ςυν-παράγοντασ α|β ζχει τισ εξισ ιδιότθτεσ:

 αν α, β ζχουν απόςταςθ >= 1, τότε α|β = 0,
π.χ. για 3 ειςόδουσ, α = xy’z, β = x’yz’, xy’z|x’yz’ = 0. 1. 0 = 0

 αν α ^ β != ΚΕΝΟ (τομι) τότε:

 αν α ≥ β (εμπεριζχει), τότε α|β = 1
π.χ. α = xy, b = xyz’, α|β = 1.1 = 1
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Ευριςτικόσ Αλγόριθμοσ Espresso

 Σρία βαςικά βιματα
 (i) Προζκταςθ (EXPAND) κφβου ωσ προσ τισ ειςόδουσ και εξόδουσ, δθλ. 

ελάχιςτθ χριςθ όρων (μεγζκυνςθ κφβων)

 (ii) Αφαίρεςθ Περιττϊν κφβων (IRREDUNDANT) – κοντά ςε τοπικό ελάχιςτο!

 (iii) Μείωςθ μεγζκουσ κφβου (REDUCE) – ςκαρφάλωμα (hill-climbing) για 
διαφυγι από το τοπικό ελάχιςτο! 

Αλγόρικμοσ ESPRESSO

F = EXPAND(F, D);

F = IRREDUNDANT(F, D);

do {

cost = |F|;

F = REDUCE(F, D);

F = EXPAND(F, D);

F = IRREDUNDANT(F, D);

} while (|F| < cost);

F = MAKE_SPARSE(F, D);
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Ευριςτικόσ Αλγόριθμοσ Espresso - EXPAND
 EXPAND

 Διεφρυνςθ του κφβου => μικρότεροι επάγοντεσ καλφπτονται και 
αφαιροφνται από τθν κάλυψθ

 Μζγιςτα διευρυμζνοι κφβοι = Πρϊτοι

 Διεφρυνςθ:

 Ανόρκωςθ ενόσ 1, 0 ςε – (ι ςε κωδικοποίθςθ10, 01 ςε 11)

 Εγκυρότθτα Ανόρκωςθσ:

 Ζλεγχοσ τομισ νζου κφβου με το ςφνολο OFF (ESPRESSO)

 Ζλεγχοσ ότι ο νζοσ κφβοσ καλφπτεται από το ςφνολο (ON U DC)

 ΢ειρά Διεφρυνςθσ Κφβων:

 Θζλουμε να διευρφνουμε τουσ κφβουσ με μικρότερθ τομι με τουσ υπόλοιπουσ 
(ζτςι ϊςτε όταν διευρυνκοφν να μθν καλφπτονται)

 Εξάγουμε Βάρθ για κάκε κφβο ωσ εξισ:

 Τπολογίηουμε Διάνυςμα Ακροίςματοσ των Στθλϊν (Column Sum Vector)

 Για κάκε κφβο το Βάροσ είναι το εςωτερικό γινόμενο (CSV x κφβου) = ΢ csvi x ci

 Διευρφνουμε τουσ κφβουσ ςε αφξουςα ςειρά!
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Ευριςτικόσ Αλγόριθμοσ Espresso - REDUCE
 REDUCE

 Απομείωςθ του κφβου => ο νζοσ κφβοσ πρζπει να καλφπτει τθν ςυνάρτθςθ

 Απομειωμζνοι κφβοι = Μθ Πρϊτοι!!!

 α είναι επάγοντασ τθσ F, και Q = F U F_DC – {α} 

 Θζλουμε να απομειϊςουμε τον α κατά το τμιμα που 
εμπεριζχεται ςτο Q, δθλ. (α ^ Q’)

 Q’|α ελζγχει τθν κάλυψθ του α ςτο Q’

 Q’ και Q’|α όμωσ αποτελείται από πολλαπλοφσ κφβουσ

 Χρθςιμοποιοφμε supercube(Q’|α) που παράγει τον 
μικρότερο κφβο που εμπεριζχει τα ςτοιχεία του Q’|α

 Ο απομειωμζνοσ κφβοσ είναι 

 ~α = α ^ supercube(Q’) = α ^ supercube(αQ’|α + α’Q’|α’)
= α ^ supercube(Q’|α)

 ΢ειρά Απομείωςθσ Κφβων - Αντίςτροφθ μζκοδοσ από το EXPAND

(F – {α})’

F – {α}

αα
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Ευριςτικόσ Αλγόριθμοσ Espresso - IRREDUNDANT

 IRREDUNDANT

 Απλοποίθςθ => Απαλοιφι περιττϊν κφβων

 Διαιροφμε τουσ Επάγοντεσ ςε ςφνολα:

 EErr = Relatively Essential, ΢χετικά Ουςιϊδεισ – περιλαμβάνουν ελαχιςτόρουσ
που δεν καλφπτονται από άλλουσ

 Διάγνωςθ: αν α ΔΕΝ εμπεριζχεται ςτο Q = F U F_DC – {α-, τότε ανικει ςτο Er

 RRtt = Totally Redundant, Απόλυτα Περιττοί – καλφπτονται από τουσ ΢χετικά 
Ουςιϊδεισ

 Διάγνωςθ: αν α εμπεριζχεται ςτο R = Er U F_DC, τότε ανικει ςτο Rt

 RRpp = Partially Redundant, ΢χετικά Περιττοί - οι υπόλοιποι

 Rp = F – {Er U Rt}

 Ο κάκε κφβοσ του Rp μπορεί να ελεγχκεί για αφαίρεςθ ωσ εξισ:

 Αν α εμπεριζχεται ςτο H = (Er U Rp U F_DC – {α})

 Πρζπει να γίνει παράλλθλα και όχι με ςειρά! Γιατί;

 Λφνουμε πρόβλθμα ελάχιςτθσ κάλυψθσ των κφβων Rp, H
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Ευριςτικόσ Αλγόριθμοσ Espresso - ESSENTIALS

 ESSENTIALS

 Ουςιϊδθσ => καλφπτει ελαχιςτόρουσ που δεν καλφπτονται από άλλουσ

 Για να είναι ουςιϊδθσ, πρζπει να ζχει απόςταςθ >= 1 από τουσ άλλουσ 
όρουσ! 

 Αν ζχει απόςταςθ ακριβϊσ 1 με άλλουσ επάγοντεσ, και θ ομοφωνία του 
με αυτοφσ καλφπτουν τουσ ελαχιςτόρουσ του, ΔΕΝ είναι ουςιϊδθσ!

 Αφαιροφμε  ελαχιςτόρουσ επάγοντα α από τθν F

 Τπολογίηουμε G = F # α

 Αν οι κφβοι τθσ G μποροφν να επεκτακοφν να καλφψουν τθν F

 Ο α ΔΕΝ είναι ουςιϊδθσ

 να επεκτακοφν => CONSENSUS(G, α)

 Ο α είναι ουςιϊδθσ αν θ Θ δεν καλφπτει τον α

 Η = CONSENSUS(F_ON U F_DC) # α), α)
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Παράδειγμα EXPAND
 F_ON = a’b’c’ + ab’c’ + a’bc’ + a’b’c, F_DC = abc’

 ΢ε μορφι κωδικοποίθςθσ κζςθσ κφβων:

 CSV(F_ON) = 313131

 Τπολογίηουμε το F_OFF = U # F_ON

 Ξεκινάμε με β (μικρότερο βάροσ)
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F_ON 12 34 56 w

α 10 10 10 9

β 01 10 10 7

γ 10 01 10 7

δ 10 10 01 7

F_DC 12 34 56

ε 01 01 10

F_OFF 12 34 56

η 01 11 01

θ 11 01 01
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Παράδειγμα EXPAND
 β = 01 10 10

 Ανόρκωςθ 0 ςτθν 1θ ςτιλθ: 11 10 10

 11 10 10 . F_OFF = KENO ζγκυρθ

 Ανόρκωςθ 0 ςτθν 4θ ςτιλθ: 11 11 10

 11 11 10 . F_OFF = KENO  ζγκυρθ

 Ανόρκωςθ 0 ςτθν 6θ ςτιλθ: 111111

 11 11 11 . F_OFF = 01 11 01, 11 01 01, ΜΘ ΚΕΝΟ  μθ ζγκυρθ

 Ζτςι β~ = 11 11 10, που καλφπτει α, γ (β > α, β > γ)!

 Άρα, θ F επικαιροποιείται ωσ:

 ΢υνεχίηουμε με δ, και δ~ = 10 10 11  τελικι λφςθ
ΘΤ437 - Κυβικι Αναπαράςταςθ/Πράξεισ, 

Ευριςτικι Δι-επίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ
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F_ON 12 34 56

β 11 11 10

δ 10 10 01

Παράδειγμα REDUCE
 Απομείωςθ χωρίσ/με πράξθ supercube (για διαίςκθςθ)

 Ελζγχουμε τον α για απομείωςθ, ςχθματίηουμε Q = (F – {α-)

 ΢χθματίηουμε το Q’|α, κάλυψθ τθσ Q’ από τον α

 Σο Q’|α ζχει πολλαπλοφσ κφβουσ, χρειαηόμαςτε τον supercube(Q’|α)

 supercube(Q’|α) = 11 11 11, α~ = α ^ supercube(Q’|α)  = α

 Δεν γίνεται απομείωςθ ςτον α!

 ΢υνεχίηουμε… για τον β, ςχθματίηουμε Q = (F – {β-)

ΘΤ437 - Κυβικι Αναπαράςταςθ/Πράξεισ, 
Ευριςτικι Δι-επίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ

24

Q’ 12 34 56

q1 01 11 11

q2 11 01 11

F_ON 12 34 56

α 11 11 10

β 10 10 11

Q’|α 12 34 56

q1|a 01 11 11

q2|a 11 01 11
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Παράδειγμα REDUCE
 ΢υνεχίηουμε… για τον β, ςχθματίηουμε Q = (F – {β-)

 supercube(Q’|β) = 11 11 01, β~ = β ^ supercube(Q’|β)  = 10 10 01

 Άρα, θ απομειωμζνθ F είναι

ΘΤ437 - Κυβικι Αναπαράςταςθ/Πράξεισ, 
Ευριςτικι Δι-επίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ

25

Q’ 12 34 56

q1 11 11 01

Q’|β 12 34 56

q1|β 11 11 01

F_ON 12 34 56

α 11 11 10

β 10 10 01

Παράδειγμα IRREDUNDANT

 Ζςτω θ κάλυψθ:

 Βάςθ τθσ κάλυψθσ του α από τθν Q = F – {α- μποροφμε εφκολα να 
ελζγξουμε ότι Er = {α, ε}

 Κατόπιν ελζγχουμζ ότι α καλφπτεται από R = Er, και βλζπουμε ότι Rt = {}

 ΢υνεπϊσ Rp= {β, γ, δ-

 ΢χθματίηουμε Θ = Er U Rp – {α}, και ελζγχουμε H|α για το Rp, και τισ 
ςυνκικεσ τθσ ταυτολογίασ

ΘΤ437 - Κυβικι Αναπαράςταςθ/Πράξεισ, 
Ευριςτικι Δι-επίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ

26

F_ON 12 34 56

α 10 10 11

β 11 10 01

γ 01 11 01

δ 01 01 11

ε 11 01 10
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Παράδειγμα IRREDUNDANT
 Ξεκινάμε με τον β (11 10 01)

 Και ςχθματίηουμε το H|β:

 Άρα θ ςυνκικθ κάλυψθσ του β είναι θ ,β, γ- και θ ςχετικι γραμμι ςτον 
πίνακα κάλυψθσ είναι *110]

 Ομοίωσ, για τουσ γ, δ προκφπτουν οι γραμμζσ *111], [011+ αντίςτοιχα

ΘΤ437 - Κυβικι Αναπαράςταςθ/Πράξεισ, 
Ευριςτικι Δι-επίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ

27

Η|β 12 34 56

α|β 10 11 11

γ|β 01 11 11

Η = Er U Rp – {β} 12 34 56

α 10 10 11

γ 01 11 01

δ 01 01 11

ε 11 01 10

Παράδειγμα IRREDUNDANT

 Ζτςι, προκφπτει ο πίνακασ κάλυψθσ των πικανά περιττϊν Rp:

 Επιλφουμε το UCP  Λ = ,γ-, ςυνεπϊσ Rp = ,γ-, και F απλοποιείται ωσ:

ΘΤ437 - Κυβικι Αναπαράςταςθ/Πράξεισ, 
Ευριςτικι Δι-επίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ

28

β γ δ

Θ|β 1 1 0

Θ|γ 1 1 1

Θ|δ 0 1 1

F_ON 12 34 56

α 10 10 11

γ 01 11 01

ε 11 01 10
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Παράδειγμα ESSENTIALS
 Ζςτω θ κάλυψθ:

 Ελζγχουμε τον α για ουςιϊδθ, ςχθματίηοντασ G = F#α

 G = α # α + β # α + γ # α + δ # α = (01 11 01, 01 01 11)

 H = consensus(G, α) = (01 11 01) cons α + (01 01 11) cons α

 ΢υνεπϊσ H|α ΔΕΝ είναι ταυτολογία, άρα α απαραίτθτοσ.

ΘΤ437 - Κυβικι Αναπαράςταςθ/Πράξεισ, 
Ευριςτικι Δι-επίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ
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F_ON 12 34 56

α 10 10 11

β 11 10 01

γ 01 11 01

δ 01 01 11

12 34 56

11 10 01

00 10 01

00 10 11

+

12 34 56

11 00 11

00 11 11

00 00 11

= 11 10 01, Θ|α = 11 11 01 

Παράδειγμα ESSENTIALS

 Ελζγχουμε τϊρα τον β για ουςιϊδθ, ςχθματίηοντασ G = F#β

 G = α # β + β # β + γ # β + δ # β = (10 10 10, 01 01 11)

 H = consensus(G, α) =

 Και H|β =

 ΢υνεπϊσ H|β ΕΙΝΑΙ ταυτολογία, άρα ο β δεν είναι απαραίτθτοσ!

ΘΤ437 - Κυβικι Αναπαράςταςθ/Πράξεισ, 
Ευριςτικι Δι-επίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ

30

12 34 56

10 10 11

01 11 01

12 34 56

10 11 11

01 11 11
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Παράδειγμα ESPRESSO με πολλαπλέσ 
εξόδουσ - EXPAND

 Ζςτω: 

 F1 = x’y’z’ + xz’ + xy ,καί
F2 = x’y’z’ + x’yz + xy + xy’z

 ΢ε κυβικι αναπαράςταςθ και κυβικι κωδικοποίθςθ κζςθσ:

ΘΤ437 - Κυβικι Αναπαράςταςθ/Πράξεισ, 
Ευριςτικι Δι-επίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ
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F_ON 12 34 56 f1f2 w

α 10 10 10 10 12

β 01 11 10 10 17

γ 01 01 11 10 17

δ 10 10 10 01 12

ε 10 01 01 01 11

η 01 01 11 01 17

θ 01 10 01 01 12

CSV 34 44 54

xyz f1f2

000 10

1-0 10

11- 10

000 01

011 01

11- 01

101 01

Παράδειγμα ESPRESSO με πολλαπλέσ 
εξόδουσ - EXPAND

 Τπολογίηουμε f1OFF, f2OFF:

 f1OFF = U # f1 = (11 11 11) #                                =

[ΠΟΛΛΑΠΛΑ΢ΙΑΗΟΤΜΕ
α # F = (α # f1).(α # f2) … (α # fn)]

 Ομοίωσ για το f2OFF
ΘΤ437 - Κυβικι Αναπαράςταςθ/Πράξεισ, 

Ευριςτικι Δι-επίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ
32

12 34 56

10 10 10

01 11 10

01 01 11

12 34 56

01 11 11

11 01 11

11 11 10

12 34 56

10 11 11

11 00 11

11 11 01

12 34 56

10 11 11

11 10 11

11 11 00

x x =

12 34 56

10 01 11 x’y

10 11 01 x’z

11 10 01 y’z

f1OFF =

12 34 56

10 01 10 x’yz’

01 10 10 xy’z’

10 10 01 x’y’z

f2OFF =
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Παράδειγμα ESPRESSO με πολλαπλέσ 
εξόδουσ - EXPAND

 Εξετάηουμε επζκταςθ του ε (μικρότερο βάροσ), ε~ = 11 01 01|01

 Ελζγχουμε τομι με το OFF SET τθσ f2, 

δθλ. (11 01 01) . f2OFF = 

(11 01 01) .                                  = = KENH!

 Άρα θ επζκταςθ του ε ςε ε~ είναι ζγκυρθ  

 Εξετάηουμε επζκταςθ του δ ςε δ~ = 10 10 10|11 (πολλαπλϊν εξόδων)

 Δεν χρειάηεται ζλεγχοσ με το OFF SET μια και  οι (α, δ ) ςυγχωνεφονται ςε δ~

 Εξετάηουμε επζκταςθ του α ςε α~ = 11 10 10|01 με τθν ίδια διαδικαςία

 Βλζπουμε ότι θ τομι με το OFF SET είναι επίςθσ ΚΕΝΘ, άρα ζγκυρθ.

ΘΤ437 - Κυβικι Αναπαράςταςθ/Πράξεισ, 
Ευριςτικι Δι-επίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ
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12 34 56

10 01 10

01 10 10

10 10 01

12 34 56

10 01 00

01 00 00

10 00 01

Πολύπλοκο Παράδειγμα ESPRESSO 
IRREDUNDANT

 Ζςτω θ ςυνάρτθςθ F:

 Βιμα 1ο - Ελζγχουμε για τα ςφνολα Er, Rp, Rt.

 Q = F – {α-, και υπολογίηουμε Q|α = (10 11 11, 01 11 11) ΣΑΤΣΟΛΟΓΙΑ,
άρα α ανικει ςτο Rp

 Ομοίωσ για το β, και για τουσ υπόλοιπουσ κφβουσ.

 Βιμα 2ο – ΢χθματίηουμε Θ = Er U Rp – {c}, για τουσ κφβουσ του Rp και 
εξετάηουμε τισ κακολικζσ ςυνκικεσ ταυτολογίασ ςτον πίνακα κάλυψθσ Θ

ΘΤ437 - Κυβικι Αναπαράςταςθ/Πράξεισ, 
Ευριςτικι Δι-επίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ

34

F_ON 12 34 56

α 11 01 01

β 10 11 01

γ 10 10 11

δ 11 10 10

ε 01 11 10

η 01 01 11
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Πολύπλοκο Παράδειγμα ESPRESSO 
IRREDUNDANT

 Για τον ςχθματιςμό του πίνακα:

 H|α = ,β, η-, H|β = ,α, γ-, H|γ = ,β, δ-, H|δ = ,γ, ε-, H|ε = ,δ, η-, H|η = ,α, ε-

 Ζτςι, ςυνολικά (προςκζτουμε και τον ίδιο κφβο ςτθν ςυνκικθ) :

 H|α = α + βη = (α + β)(α + η), ομοίωσ και για τα υπόλοιπα

ΘΤ437 - Κυβικι Αναπαράςταςθ/Πράξεισ, 
Ευριςτικι Δι-επίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ
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α β γ δ ε η

H|α1 1 1

H|α2 1 1

H|β1 1 1

H|β2 1 1

H|γ1 1 1

H|γ2 1 1

H|δ1 1 1

H|δ2 1 1

H|ε1 1 1

H|ε2 1 1

H|η1 1 1

H|η2 1 1

 Οι μιςζσ ςειρζσ του πίνακα 
απαλείφονται λόγω κάλυψθσ

 λ.χ. H|β2 = H|γ1 = H|γ2 …

 Λ = {α, γ, ε} = Rp

 Άρα  θ F απλοποιείται ςε:

 F = {α, γ, ε}


