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 Τεχνικζσ απλοποίθςθσ

 Συναρτιςεισ Ρολλαπλϊν Εξόδων
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 Απεικόνιςθ από το B3
B

Τριςδιϊςτατοσ Δυαδικόσ Χώροσ
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Τετραδιϊςτατοσ Δυαδικόσ Χώροσ

 Απεικόνιςθ από το B4
B
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Δυαδικϋσ Συναρτόςεισ

 Μια απεικόνιςθ Bν
 B, δθλαδι με πεδίο οριςμοφ το Bν

και πεδίο τιμϊν το B, που περιγράφεται με δυαδικι 
εξίςωςθ αποτελεί Δυαδικι Συνάρτθςθ

 f(x1, x2, …, xn)

 Τα x1, x2, …, xn ονομάηονται ςτιριξθ (support) τθσ f

 Η κάκε δυαδικι ςυνάρτθςθ, f, αποτελείται απο:

 fON, το ςφνολο των ςθμείων ςτο B όπου θ f ζχει τθν τιμι 1

 fOFF, το ςφνολο των ςθμείων ςτο B όπου θ f ζχει τθν τιμι 0

 fDC, το ςφνολο των ςθμείων ςτο B όπου θ f ζχει τθν τιμι –

 Η αδιάφορθ τιμι (don’t care – DC) – ςυνεπάγεται επιλογι από {0, 1}

 Ζτςι για το ςφνολο U = Bν , ο κακολικόσ κφβοσ, ιςχφει

 U = fON U fOFF, και αν υπάρχουν DC, U = fON U fOFF U fDC
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Αναδρομικόσ Οριςμόσ Δυαδικών 
Συναρτόςεων
1. Για κάκε b ςτο B, δθλαδι {0, 1} θ ςτακερι ςυνάρτθςθ, που ορίηεται ωσ:

 f(x1, …, xn) = b, για κάκε (x1, …, xn) ςτο Bν

είναι δυαδικι ςυνάρτθςθ ν μεταβλθτϊν

2. Για κάκε xi, ςτο {x1, …, xn}, θ ςυνάρτθςθ προβολισ που ορίηεται ωσ:

 f(x1, …, xn) = xi, για κάκε (x1, …, xn) ςτο Bν

είναι δυαδικι ςυνάρτθςθ ν μεταβλθτϊν

3. Αν g και h δυαδικζσ ςυναρτιςεισ ν μεταβλθτϊν, τότε οι ςυναρτιςεισ g + 

h, g . h και g’ που ορίηονται ωσ:

 (g + h)(x1, …, xn) = g(x1, …, xn) + h(x1, …, xn)

 (g.h) (x1, …, xn) = g(x1, …, xn) . h(x1, …, xn)

 (g’)(x1, …, xn) = (g(x1, …, xn))’

είναι δυαδικζσ ςυνάρτθςεισ ν μεταβλθτϊν

 Μόνο οι ςυναρτιςεισ που προκφπτουν από πεπεραςμζνεσ εφαρμογζσ 
των παραπάνω κανόνων είναι δυαδικζσ ςυναρτιςεισ
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Θεώρημα Boole/Shannon

 Ορίηουμε:

 f|xi’ = f|xi = 0 = f(x1, x2, …, 0, …, xn), 

δθλαδι θ f όπου xi = 0

 f|xi = f|xi = 1 = f(x1, x2, …, 1, …, xn), 

δθλαδι θ f με xi = 1

 Τα f|xi’ , f|xi ονομάηονται 

 f|xi’ - αρνθτικόσ ςυν-παράγοντασ (co-factor) τθσ f ωσ προσ 
το xi,

 f|xi - κετικόσ ςυν-παράγοντασ (co-factor) τθσ f ωσ προσ το 
xi
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Θεώρημα Boole/Shannon

 Θεϊρθμα Boole/Shannon

 Αν f : Bν
 B είναι δυαδικι ςυνάρτθςθ, τότε:

f(x1, …, xi, …, xn) = 

xi’ . f(x1, …, 0, …, xn) + xi . f(x1, …, 1, …, xn) =

xi’ . f|xi’ + xi . f|xi = 

(xi’ + f(x1, …, 1, …, xn))(xi + f(x1, …, 0, …, xn)) =

(xi’ + f|xi)(xi + f|xi’)

 για κάκε (x1, x2, … xn) ςτο B
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Απόδειξη Θεωρόματοσ Boole/Shannon

 Απόδειξθ – με επαγωγι

 Ιςχφει για:

a. Στακερζσ ςυναρτιςεισ

b. Ρροβολζσ

 Επαγωγικό βιμα για g, h. Αποδεικνφουμε ότι ιςχφει για

a. (g + h)

b. (g . h)

c. g’
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Κανονικϋσ Μορφϋσ –Ελαχιςτόροι/Μεγιςτόροι

 Με αναδρομικι εφαρμογι του κεωριματοσ 
Boole/Shannon προκφπτουν οι δυο κανονικζσ μορφζσ

ΗΥ437 - Διεπίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ - QM - ΒΒ14

Ανάπτυξθ Boole/Shannon με . Ιδιότθτεσ

f(x1, …, xn-1, xn) =

f(0, …, 0, 0) x1’ … xn-1’ xn’+

f(0, …, 0, 1) x1’ … xn-1’ xn +

…

f(1, …, 1, 1) x1 … xn-1 xn.

 οι αξιολογιςεισ τθσ f 
ονομάηονται 
διακρίνουςεσ

 Τα κεμελιϊδθ 
γινόμενα ονομάηονται 
ελαχιςτόροι

 Τα κεμελιϊδθ 
ακροίςματα 
ονομάηονται 
μεγιςτόροι

Ανάπτυξθ Boole/Shannon με +

f(x1, …, xn-1, xn) =

[f(0, …, 0, 0) + x1 + … + xn-1 + xn].

[f(0, …, 0, 1) + x1 + … + xn-1 + xn’].

…

[f(1, …, 1, 1) + x1’ + … + xn-1’ + xn’].

2/19/2014
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Ομοφωνύα και Συνεπαγωγό

 Ομοφωνία

 Στο B ιςχφει:

 xy + x’z + yz = xy + x’z

 (x + y)(x’ + z)(y + z) = (x + y)(x’ + z)

 Απόδειξθ – Χριςθ Έκφραςθσ Boole/Shannon

 Συνεπαγωγι

 Στο B ιςχφει:

 Το x => y είναι ίςο με x’ + y

 x => y = x’ + y
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Το Πρόβλημα Ικανοπούηςησ Εξόδου 
(Satisfiability)

 Για μια ζξοδο δυαδικισ ςυνάρτθςθσ, Bν
 B, το 

πρόβλθμα ικανοποίθςθσ εξόδου (SAT) είναι θ εφρεςθ 
μιασ, ι περιςςότερων τιμϊν, των ειςόδων ζτςι ϊςτε θ 
ζξοδοσ να γίνει αλθκισ

 Το πρόβλθμα SAT είναι εκκετικό (NP) μια και για να 
βρεκοφν ο/οι ςυνδυαςμοί απαιτείται θ εξερεφνθςθ 2ν 

ςυνδυαςμϊν

 Συνικωσ το SAT εκφράηεται ωσ γινόμενο ακροιςμάτων
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 Κυβικι Αναπαράςταςθ Συνάρτθςθσ

 Κφβοι με DCs

 MIS για Φραγι

 Αλγόρικμοσ Branch and Bound για 
Λφςθ του UCP

ΗΥ437 - Διεπίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ - QM - ΒΒ19 2/19/2014

Αδιϊφορεσ Τιμϋσ

 Satisfiability DCs (SDCs) – Αδιάφορεσ τιμζσ 
Ικανοποίθςθσ από τισ ειςόδουσ

 Συνδυαςμοί ειςόδων που δεν μποροφν να ςυμβοφν και 
ειςόδων/εξόδου μιασ πφλθσ

 Observability DCs (ODCs) – Αδιάφορεσ τιμζσ 
Ραρατιρθςθσ ςτισ εξόδουσ

 Συνδυαςμοί που φιλτράρονται από τιμζσ ελζγχου

ΗΥ437 - Διεπίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ - QM - ΒΒ20

a

b
c SDC: c (+) ab

a

b
c ODC:  a = 0, b DC

b = 0, a DC

2/19/2014



2/19/2014

11

Περιεχόμενα
 Ρολυδιάςτατοσ Δυαδικόσ Χϊροσ 

 Δυαδικζσ Συναρτιςεισ

 Θεϊρθμα Boole/Shannon

 Κανονικζσ Μορφζσ

 Ελαχιςτόροι/Μεγιςτόροι

 Ομοφωνία/Συνεπαγωγι

 Ρρόβλθμα SAT

 Αδιάφορεσ Τιμζσ

 SDC, ODC

 Ταυτολογία

 Ελαχιςτοποίθςθ Δι-επίπεδου 
Κυκλϊματοσ

 Επάγοντεσ όροι και Ρρϊτοι 
Επάγοντεσ Προι

 Ουςιϊδθσ Επάγοντεσ –
Θεϊρθμα Quine

 Υπολογιςμόσ Ρρϊτων με 
Μζκοδο Ρίνακα

 Αδιάφορεσ τιμζσ ςτουσ Ελαχιςτόρουσ

 Το Μονόςθμο Ρρόβλθμα Κάλυψθσ 
(UCP)

 Ρίνακασ Ρεριοριςμϊν UCP

 Τεχνικζσ απλοποίθςθσ

 Συναρτιςεισ Ρολλαπλϊν Εξόδων

 Κυβικι Αναπαράςταςθ Συνάρτθςθσ

 Κφβοι με DCs

 MIS για Φραγι

 Αλγόρικμοσ Branch and Bound για 
Λφςθ του UCP

ΗΥ437 - Διεπίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ - QM - ΒΒ21 2/19/2014

Ταυτολογύα
 Ορίηουμε:

 Μια ςυνάρτθςθ f(x1, …, xn) = 1, 
για κάκε x1, …, xn  ονομάηεται ταυτολογία

 Θεϊρθμα κάλυψθσ κφβου

 Για ςυνάρτθςθ f και κφβο c, ιςχφει:

 c ≤ f   f|c = 1

 Απόδειξθ
 c ≤ f  c|c ≤ f|c 1 ≤ f|c  f|c = 1

 Θεϊρθμα Ταυτολογίασ
 f  = 1  f|x = f|x’ = 1

 Δθλαδι, μποροφμε αναδρομικά να διαιρζςουμε τθν f

 Αν κάποιο από τα φφλλα δεν καταλιξει ςε ταυτολογία τότε θ f δεν 
είναι ταυτολογία

ΗΥ437 - Διεπίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ - QM - ΒΒ22 2/19/2014
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Περιεχόμενα
 Ρολυδιάςτατοσ Δυαδικόσ Χϊροσ 

 Δυαδικζσ Συναρτιςεισ

 Θεϊρθμα Boole/Shannon

 Κανονικζσ Μορφζσ

 Ελαχιςτόροι/Μεγιςτόροι

 Ομοφωνία/Συνεπαγωγι

 Ρρόβλθμα SAT

 Αδιάφορεσ Τιμζσ

 SDC, ODC

 Ταυτολογία

 Ελαχιςτοποίθςθ Δι-επίπεδου 
Κυκλϊματοσ

 Επάγοντεσ όροι και Ρρϊτοι 
Επάγοντεσ Προι

 Ουςιϊδθσ Επάγοντεσ –
Θεϊρθμα Quine

 Υπολογιςμόσ Ρρϊτων με 
Μζκοδο Ρίνακα

 Αδιάφορεσ τιμζσ ςτουσ Ελαχιςτόρουσ

 Το Μονόςθμο Ρρόβλθμα Κάλυψθσ 
(UCP)

 Ρίνακασ Ρεριοριςμϊν UCP

 Τεχνικζσ απλοποίθςθσ

 Συναρτιςεισ Ρολλαπλϊν Εξόδων

 Κυβικι Αναπαράςταςθ Συνάρτθςθσ

 Κφβοι με DCs

 MIS για Φραγι

 Αλγόρικμοσ Branch and Bound για 
Λφςθ του UCP

ΗΥ437 - Διεπίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ - QM - ΒΒ23 2/19/2014

Ελαχιςτοπούηςη Διεπύπεδου Κυκλώματοσ

 Συναρτιςεισ Κόςτουσ

 Αρικμόσ πυλϊν

 Αρικμόσ ειςόδων ςτισ πφλεσ

 Μζγιςτθ δυνατότθτα δοκιμισ

 Ζλεγχοσ ότι ο κάκε κόμβοσ μπορεί να τεκεί ςε 0 ι 1

 Δεν είναι δθλαδι κολλθμζνοσ ςτο 1 (s-a-1) ι κολλθμζνοσ ςτο 0 (s-a-0)

 Ραράδειγμα προσ μελζτθ

 Ζξοδοι y1,y2 και εςωτερικόσ κόμβοσ y3
 y1 = x1’x2’ + y3

 y2 = x1x2’ + x1’x2

 y3 = x1x2y2’ + x1’x2’

ΗΥ437 - Διεπίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ - QM - ΒΒ24 2/19/2014
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Παρϊδειγμα
 y1 = x1’x2’ + y3

 y2 = x1x2’ + x1’x2

 y3 = x1x2y2’ + x1’x2’

 Ρωσ κάνουμε ζλεγχο για y2 s-a-0, s-a-1;

 Βρίςκουμε ζνα διάνυςμα που κάνει το y2 μθδζν (αντίςτροφθ τιμι)

 Βρίςκουμε διανφςματα που προάγουν τθν τιμι του y2 για παρατιρθςθ 
ςε ζξοδο

ΗΥ437 - Διεπίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ - QM - ΒΒ25

x1

x2

x1

x2

y2

x1

x2

x1

x2

y3

y1

2/19/2014

Περιεχόμενα
 Ρολυδιάςτατοσ Δυαδικόσ Χϊροσ 

 Δυαδικζσ Συναρτιςεισ

 Θεϊρθμα Boole/Shannon

 Κανονικζσ Μορφζσ

 Ελαχιςτόροι/Μεγιςτόροι

 Ομοφωνία/Συνεπαγωγι

 Ρρόβλθμα SAT

 Αδιάφορεσ Τιμζσ

 SDC, ODC

 Ταυτολογία

 Ελαχιςτοποίθςθ Δι-επίπεδου 
Κυκλϊματοσ

 Επάγοντεσ όροι και Ρρϊτοι 
Επάγοντεσ Προι

 Ουςιϊδθσ Επάγοντεσ –
Θεϊρθμα Quine

 Υπολογιςμόσ Ρρϊτων με 
Μζκοδο Ρίνακα

 Αδιάφορεσ τιμζσ ςτουσ Ελαχιςτόρουσ

 Το Μονόςθμο Ρρόβλθμα Κάλυψθσ 
(UCP)

 Ρίνακασ Ρεριοριςμϊν UCP

 Τεχνικζσ απλοποίθςθσ

 Συναρτιςεισ Ρολλαπλϊν Εξόδων

 Κυβικι Αναπαράςταςθ Συνάρτθςθσ

 Κφβοι με DCs

 MIS για Φραγι

 Αλγόρικμοσ Branch and Bound για 
Λφςθ του UCP

ΗΥ437 - Διεπίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ - QM - ΒΒ26 2/19/2014
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Επϊγοντεσ Όροι και Πρώτοι Επϊγοντεσ

 Επάγων Προσ (Implicant)

 Ζνασ κφβοσ που ανικει ςτον ςφνολο ON (ι DC) μιασ ςυνάρτθςθσ f 
ονομάηεται επάγοντασ όροσ (implicant)

 Ρρϊτοσ Επάγων Προσ (Prime Implicant)

 Ζνασ επάγοντασ όροσ που δεν ςυμπεριλαμβάνεται ςε κανζναν άλλο 
επάγοντα όρο ονομάηεται πρϊτοσ (prime)

 Ραράδειγμα:

 f = xy’ + xyz,

 xy’ και xyz είναι επάγοντεσ όροι

 ο xyz δεν είναι πρϊτοσ, μια και υπάρχει πρϊτοσ που τον καλφπτει αφαιρϊντασ 
τθν διάςταςθ y

 Αν ζνασ πρϊτοσ όροσ εμπεριζχει ελαχιςτόρουσ που δεν 
εμπεριζχονται ςε κανζναν άλλο πρϊτο λζγεται ουςιϊδθσ 
(essential)

ΗΥ437 - Διεπίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ - QM - ΒΒ27 2/19/2014

Περιεχόμενα
 Ρολυδιάςτατοσ Δυαδικόσ Χϊροσ 

 Δυαδικζσ Συναρτιςεισ

 Θεϊρθμα Boole/Shannon

 Κανονικζσ Μορφζσ

 Ελαχιςτόροι/Μεγιςτόροι

 Ομοφωνία/Συνεπαγωγι

 Ρρόβλθμα SAT

 Αδιάφορεσ Τιμζσ

 SDC, ODC

 Ταυτολογία

 Ελαχιςτοποίθςθ Δι-επίπεδου 
Κυκλϊματοσ

 Επάγοντεσ όροι και Ρρϊτοι 
Επάγοντεσ Προι

 Ουςιϊδθσ Επάγοντεσ –
Θεϊρθμα Quine

 Υπολογιςμόσ Ρρϊτων με 
Μζκοδο Ρίνακα

 Αδιάφορεσ τιμζσ ςτουσ Ελαχιςτόρουσ

 Το Μονόςθμο Ρρόβλθμα Κάλυψθσ 
(UCP)

 Ρίνακασ Ρεριοριςμϊν UCP

 Τεχνικζσ απλοποίθςθσ

 Συναρτιςεισ Ρολλαπλϊν Εξόδων

 Κυβικι Αναπαράςταςθ Συνάρτθςθσ

 Κφβοι με DCs

 MIS για Φραγι

 Αλγόρικμοσ Branch and Bound για 
Λφςθ του UCP

ΗΥ437 - Διεπίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ - QM - ΒΒ28 2/19/2014
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Ουςιώδησ Πρώτοσ (Essential Prime)-

Θεώρημα Quine

 Ουςιϊδθσ Ρρϊτοσ Επάγοντασ (Essential Prime Implicant)

 Ρρϊτοσ όροσ που εμπεριζχει ελαχιςτόρουσ που δεν 
εμπεριζχονται ςε κανζναν άλλο πρϊτο

 Θεϊρθμα Quine

 Ένα ελάχιςτο άκροιςμα γινομζνων (sop) πάντα αποτελείται 
από άκροιςμα πρϊτων επαγόντων όρων

 αν ο οριςμόσ του κόςτουσ ςυνεπάγεται ότι αφξθςθ των εμφανίςεων 
των μεταβλθτϊν αυξάνει το κόςτοσ

 Το παραπάνω κεϊρθμα είναι το κεμελιϊδεσ κεϊρθμα 
τθσ διεπίπεδθσ βελτιςτοποίθςθσ/απλοιποίθςθσ

 Το κόςτοσ του κάκε πρϊτου είναι μια AND ι ο αρικμόσ των 
εμφανίςεων των μεταβλθτϊν του

ΗΥ437 - Διεπίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ - QM - ΒΒ29 2/19/2014

Περιεχόμενα
 Ρολυδιάςτατοσ Δυαδικόσ Χϊροσ 

 Δυαδικζσ Συναρτιςεισ

 Θεϊρθμα Boole/Shannon

 Κανονικζσ Μορφζσ

 Ελαχιςτόροι/Μεγιςτόροι

 Ομοφωνία/Συνεπαγωγι

 Ρρόβλθμα SAT

 Αδιάφορεσ Τιμζσ

 SDC, ODC

 Ταυτολογία

 Ελαχιςτοποίθςθ Δι-επίπεδου 
Κυκλϊματοσ

 Επάγοντεσ όροι και Ρρϊτοι 
Επάγοντεσ Προι

 Ουςιϊδθσ Επάγοντεσ –
Θεϊρθμα Quine

 Υπολογιςμόσ Ρρϊτων με 
Μζκοδο Ρίνακα

 Αδιάφορεσ τιμζσ ςτουσ Ελαχιςτόρουσ

 Το Μονόςθμο Ρρόβλθμα Κάλυψθσ 
(UCP)

 Ρίνακασ Ρεριοριςμϊν UCP

 Τεχνικζσ απλοποίθςθσ

 Συναρτιςεισ Ρολλαπλϊν Εξόδων

 Κυβικι Αναπαράςταςθ Συνάρτθςθσ

 Κφβοι με DCs

 MIS για Φραγι

 Αλγόρικμοσ Branch and Bound για 
Λφςθ του UCP

ΗΥ437 - Διεπίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ - QM - ΒΒ30 2/19/2014
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Υπολογιςμόσ Πρώτων Επαγόντων Όρων
 Ο υπολογιςμόσ υπολογιςμοφ των πρϊτων βαςίηεται ςτθν 

δυαδικι ιδιότθτα: Xy + Xy’ = X

 Αλγόρικμοσ/Μζκοδοσ Πίνακα

1. Ξεκινϊντασ από ελαχιςτόρουσ μεγζκουσ ν (με ν όρουσ)
 Τουσ διατάςουμε με φκίνοντα αρικμό αρνιςεων

2. Συγχωνεφουμε ανά δφο τουσ ελαχιςτόρουσ με διαφορά 
μιασ άρνθςθσ (απόςταςθ 1 ςτον κφβο) και παράγουμε τον 
νζο όρο με μια λιγότερθ μεταβλθτι (ν-1)

3. Σθμαδεφουμε τουσ ελαχιςτόρουσ που καλφπτονται

4. Πταν τελειϊςουν οι ςυνδυαςμοί ςυνεχίηουμε ςτουσ (ν-1) 
όρουσ από το βιμα 2, μζχρι να μθν γίνονται άλλεσ 
ςυγχωνεφςεισ

5. Οι πρϊτοι είναι οι μθ ςθμαδεμζνοι, εναπομείναντεσ όροι.
ΗΥ437 - Διεπίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ - QM - ΒΒ31 2/19/2014

Παρϊδειγμα Εξαγωγόσ Πρώτων
 Δίνεται:
 f = x’y’ + wxy + x’yz’ + wx’z

 Εκφράηουμε ςε Ελαχιςτόρουσ:

 f = w’x’y’z’ + w’x’y’z + w’x’yz’ + wx’y’z’ 

+ wx’y’z + wx’yz’ + wxyz’ + wxy’z + wxyz

 Εκφράηουμε το αρχικό ςτάδιο του πίνακα:

ΗΥ437 - Διεπίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ - QM - ΒΒ32

Αρικμόσ Θετικϊν Όρων Ελαχιςτόροι

0 w’x’y’z’

1 w’x’y’z, w’x’yz’, wx’y’z’

2 wx’y’z, wx’yz’

3 wxyz’, wxy’z

4 wxyz

2/19/2014
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Παρϊδειγμα Εξαγωγόσ Πρώτων - Πύνακασ
w’x’y’z’√ w’x’y’ √

w’x’z’ √

x’y’z’ √

x’y’

x’z’

w’x’y’z √

w’x’yz’√

wx’y’z’√

x’y’z √

x’yz’ √

wx’y’ √

wx’z’ √

wx’y’z √

wx’yz’ √

wy’z

wyz’

wxyz’ √

wxy’z √

wxy

wxz

wxyz √

ΗΥ437 - Διεπίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ - QM - ΒΒ33

 Ρρϊτοι:
 p1 = x’y’

 p2 = x’z’

 p3 = wy’z

 p4 = wyz’

 p5 = wxy

 p6 = wxz

2/19/2014

Περιεχόμενα
 Ρολυδιάςτατοσ Δυαδικόσ Χϊροσ 

 Δυαδικζσ Συναρτιςεισ

 Θεϊρθμα Boole/Shannon

 Κανονικζσ Μορφζσ

 Ελαχιςτόροι/Μεγιςτόροι

 Ομοφωνία/Συνεπαγωγι

 Ρρόβλθμα SAT

 Αδιάφορεσ Τιμζσ

 SDC, ODC

 Ταυτολογία

 Ελαχιςτοποίθςθ Δι-επίπεδου 
Κυκλϊματοσ

 Επάγοντεσ όροι και Ρρϊτοι 
Επάγοντεσ Προι

 Ουςιϊδθσ Επάγοντεσ –
Θεϊρθμα Quine

 Υπολογιςμόσ Ρρϊτων με 
Μζκοδο Ρίνακα

 Αδιάφορεσ τιμζσ ςτουσ Ελαχιςτόρουσ

 Το Μονόςθμο Ρρόβλθμα Κάλυψθσ 
(UCP)

 Ρίνακασ Ρεριοριςμϊν UCP

 Τεχνικζσ απλοποίθςθσ

 Συναρτιςεισ Ρολλαπλϊν Εξόδων

 Κυβικι Αναπαράςταςθ Συνάρτθςθσ

 Κφβοι με DCs

 MIS για Φραγι

 Αλγόρικμοσ Branch and Bound για 
Λφςθ του UCP

ΗΥ437 - Διεπίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ - QM - ΒΒ34 2/19/2014
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Αδιϊφορεσ Τιμϋσ ςτον Πύνακα Εξαγωγόσ

 Σε περίπτωςθ ελαχιςτόρων που ζχουν αδιάφορθ τιμι 
(DC) - :

 Τουσ ςυγχωνεφουμε όπωσ τουσ υπόλοιπουσ για να 
δθμιουργιςουμε μεγαλφτερουσ κφβουσ (πρϊτουσ)

 Σθμαδεφουμε και αφαιροφμε τουσ κφβουσ που αποτελοφνται 
μόνο από DC

 Ραράδειγμα: f = yz’ + xy’z (ON set), d = x’z (DC set)

ΗΥ437 - Διεπίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ - QM - ΒΒ35

x’yz’ √

x’y’z √     (DC)

x’y

yz’

x’z (DC)

y’z

x’yz √ (DC)

xyz’  √

xy’z √

O x’z απαλείφεται μια και 
αποτελείται μόνο από DC

2/19/2014

Παρϊδειγμα Κϊλυψησ από Πρώτουσ

 Ζςτω:

 f = yz + x’y + y’z’ + xyz + x’z’

 Η f μπορεί να εκφραςτεί από τουσ πρϊτουσ τθσ ωσ εξισ:

 f = x’y + x’z’ + y’z’ + yz

ΗΥ437 - Διεπίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ - QM - ΒΒ36

 p1 = x’y

 p2 = x’z’

 p3 = y’z’

 p4 = yz

x

y z

p1

p2

p3

p4

2/19/2014
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Παρϊδειγμα Κϊλυψησ από Πρώτουσ

 Αν φτιάξουμε τον πίνακα περιοριςμϊν που αντιςτοιχεί 
τουσ ελαχιςτόρουσ ςτουσ πρϊτουσ:

 Βλζπουμε ότι οι p3, p4 είναι υποχρεωτικά μζροσ τθσ 
λφςθσ, αφου μόνοο αυτοί καλφπτουν τουσ xyz, xy’z’

 Μετά απομζνει επιλογι ςτουσ p1, p2

ΗΥ437 - Διεπίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ - QM - ΒΒ37

 p1 = x’y

 p2 = x’z’

 p3 = y’z’

 p4 = yz

Ελαχιςτόροι p1 p2 p3 p4

x’y’z’ 1 1

x’yz’ 1 1

x’yz 1 1

xyz 1

xy’z’ 1

2/19/2014

Παρϊδειγμα Κϊλυψησ από Πρώτουσ

 Αν εκφράςουμε τον κάκε ελαχιςτόρο τθσ f ωσ προσ τουσ 
πρϊτουσ:

 Ο κάκε ελαχιςτόροσ παρουςιάηει επιλογι ωσ προσ το από 
ποιουσ πρϊτουσ κα καλυφκεί

 Λ.χ. ο ελαχιςτόροσ x’y’z’καλφπτεται από τουσ p2, p3, δθλαδι 
μποροφμε να γράψουμε x’y’z’ = (p2 + p3) εκφράηοντασ 

τθν επιλογι.

 Για να καλφψουμε όλθ τθν f κζλουμε να καλφψουμε 
όλουσ τουσ ελαχιςτόρουσ, 

 Άρα το πρόβλθμα επιλογισ πρϊτων εκφράηεται ωσ ζνα 
γινόμενο ακροιςμάτων, όπου οι (μόνο κετικζσ) μεταβλθτζσ 
είναι οι πρϊτοι => UCP

 Για το παράδειγμα: (p2 + p3)p3(p1 + p2)(p1 + p4)p4 = 1
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Περιεχόμενα
 Ρολυδιάςτατοσ Δυαδικόσ Χϊροσ 

 Δυαδικζσ Συναρτιςεισ

 Θεϊρθμα Boole/Shannon

 Κανονικζσ Μορφζσ

 Ελαχιςτόροι/Μεγιςτόροι

 Ομοφωνία/Συνεπαγωγι

 Ρρόβλθμα SAT

 Αδιάφορεσ Τιμζσ

 SDC, ODC

 Ταυτολογία

 Ελαχιςτοποίθςθ Δι-επίπεδου 
Κυκλϊματοσ

 Επάγοντεσ όροι και Ρρϊτοι 
Επάγοντεσ Προι

 Ουςιϊδθσ Επάγοντεσ –
Θεϊρθμα Quine

 Υπολογιςμόσ Ρρϊτων με 
Μζκοδο Ρίνακα

 Αδιάφορεσ τιμζσ ςτουσ Ελαχιςτόρουσ

 Το Μονόςθμο Ρρόβλθμα Κάλυψθσ 
(UCP)

 Ρίνακασ Ρεριοριςμϊν UCP

 Τεχνικζσ απλοποίθςθσ

 Συναρτιςεισ Ρολλαπλϊν Εξόδων

 Κυβικι Αναπαράςταςθ Συνάρτθςθσ

 Κφβοι με DCs

 MIS για Φραγι

 Αλγόρικμοσ Branch and Bound για 
Λφςθ του UCP
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Το Μονόςημο Πρόβλημα Κϊλυψησ

 Ζςτω:

 J = {1, …, n}, p = {p1, p2, …, pn} ςφνολο n δυαδικϊν 
μεταβλθτϊν και

 ςi =                  , i = {1, …, m) όπου Ji είναι ζνα άκροιςμα 
κετικϊν όρων των μεταβλθτϊν pj.

 Το Μονόςθμο Πρόβλθμα Κάλυψθσ (Unate Covering 

Problem – UCP) είναι το πρόβλθμα εφρεςθσ ςυνόλου S 

ελαχίςτου πλικουσ,             , όπου κζτοντασ pj = 1,

, εγγυάται ότι:

 Το Κόςτοσ του UCP είναι το πλικοσ του S

ΗΥ437 - Διεπίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ - QM - ΒΒ40
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Περιεχόμενα
 Ρολυδιάςτατοσ Δυαδικόσ Χϊροσ 

 Δυαδικζσ Συναρτιςεισ

 Θεϊρθμα Boole/Shannon

 Κανονικζσ Μορφζσ

 Ελαχιςτόροι/Μεγιςτόροι

 Ομοφωνία/Συνεπαγωγι

 Ρρόβλθμα SAT

 Αδιάφορεσ Τιμζσ

 SDC, ODC

 Ταυτολογία

 Ελαχιςτοποίθςθ Δι-επίπεδου 
Κυκλϊματοσ

 Επάγοντεσ όροι και Ρρϊτοι 
Επάγοντεσ Προι

 Ουςιϊδθσ Επάγοντεσ –
Θεϊρθμα Quine

 Υπολογιςμόσ Ρρϊτων με 
Μζκοδο Ρίνακα

 Αδιάφορεσ τιμζσ ςτουσ Ελαχιςτόρουσ

 Το Μονόςθμο Ρρόβλθμα Κάλυψθσ 
(UCP)

 Ρίνακασ Ρεριοριςμϊν UCP

 Τεχνικζσ απλοποίθςθσ

 Συναρτιςεισ Ρολλαπλϊν Εξόδων

 Κυβικι Αναπαράςταςθ Συνάρτθςθσ

 Κφβοι με DCs

 MIS για Φραγι

 Αλγόρικμοσ Branch and Bound για 
Λφςθ του UCP
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Τεχνικϋσ Απλοπούηςησ Πύνακα UCP

1. Απαραίτθτεσ Στιλεσ

 Αν μια ςειρά είναι μονι, δθλ. δεν καλφπτεται από άλλθ 
ςτιλθ, τότε θ αντίςτοιχθ ςτιλθ πρζπει να είναι ςτθν λφςθ

 Οι αντίςτοιχθ, απαραίτθτθ ςτιλθ και οι ςχετικζσ ςειρζσ 
αφαιροφνται από τον πίνακα

 Αλγεβρικι αντιςτοιχία/παράδειγμα
 (p2 + p3)(p1 + p2)(p1 + p4)p3p4 = 1

 p3 και p4 πρζπει να είναι 1 => 
απλοποιείται ςε (p1 + p2)
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p1 p2 p3 p4

1 1

1 1

1 1

1

1
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Τεχνικϋσ Απλοπούηςησ Πύνακα UCP

2. Απαλοιφι Κατά Σειρά (ι Περιοριςμό)

 Αν μια ςειρά ri περιζχει όλουσ τουσ άςςουσ μιασ άλλθσ rj
τότε θ ri κυριαρχεί τθσ rj

 Η ςειρά με τουσ περιςςότερουσ άςςουσ, θ ri, απαλείφεται 
μια και καλφπτεται πάντα από τουσ πρϊτουσ τθσ rj

 Αλγεβρικι αντιςτοιχία/παράδειγμα

 Βαςίηεται ςτθν απορρόφθςθ:  
x(x + y) = x

 Στον πίνακα δεξιά, θ 1θ, 4θ

και 6θ ςειρά κυριαρχοφνε τθν
2θ, 3θ και 5θ ςειρά αντίςτοιχα
και ζτςι απαλείφονται

ΗΥ437 - Διεπίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ - QM - ΒΒ43

p1 p2 p3 p4 p5 p6

1 1 1 1

2 1 1

3 1 1

4 1 1 1

5 1 1

6 1 1 1

2/19/2014

Τεχνικϋσ Απλοπούηςησ Πύνακα UCP

3. Απαλοιφι Κατά Στιλθ

 Αν μια ςτιλθ pi ζχει όλουσ τουσ άςςουσ μιασ άλλθσ pj τότε θ 
pi κυριαρχεί τθσ pj

 Η ςτιλθ με τουσ λιγότερουσ άςςουσ, θ pj, απαλείφεται μια 
και θ pi καλφπτει όλουσ τουσ ελαχιςτόρουσ τθσ pj

 Αλγεβρικι αντιςτοιχία/παράδειγμα

 Βαςίηεται ςτθν εφαρμογι του αρνθτικοφ ςυν-παράγοντα των 
κυριαρχθμζνων ςτθλϊν
(p1 + p2)(p2 + p3)(p4 + p5) = p2(p4 + p5)
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p1 p2 p3 p4 p5

1 1

1 1

1 1
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Επύλυςη του Πύνακα Περιοριςμών του UCP

 Η επίλυςθ γίνεται με τον εξισ Αλγόρικμο:

1. Εφαρμόηουμε τισ τεχνικζσ απλοποίθςθσ με τθν ςειρά 
προτεραιότθτασ τουσ, δθλ.:

a. Απαραίτθτεσ Στιλεσ

b. Κάλυψθ κατά Σειρά

c. Κάλυψθ κατά Στιλθ

2. Στθν περίπτωςθ που ο πίνακασ δεν απλοποιείται 
περαιτζρω αλλά υπάρχει επιλογι ςτουσ πρϊτουσ:

a. Επιλζγουμε τον πρϊτο που φαίνεται να καλφπτει περιςςότερουσ 
ελαχιςτόρουσ (px = 1)

b. Συνεχίηουμε αναδρομικά ςτο 1ο Βιμα μζχρι να βρεκεί λφςθ 

c. Αναλφουμε τθν λφςθ χωρίσ τον πρϊτο που καλφψαμε (px = 0), 

και ςυγκρίνουμε ποια ζχει καλφτερο κόςτοσ

ΗΥ437 - Διεπίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ - QM - ΒΒ45 2/19/2014

Παρϊδειγμα 1

 p3, p4 => απαραίτθτεσ ςτιλεσ

 άρα p3, p4 είναι μζροσ τθσ λφςθσ, αφαιροφμε τουσ 
ελαχιςτόρουσ που καλφψαμε

ΗΥ437 - Διεπίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ - QM - ΒΒ46

Ελαχιςτόροι p1 p2 p3 p4

x’y’z’ 1 1

x’yz’ 1 1

x’yz 1 1

xyz 1

xy’z’ 1
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Παρϊδειγμα 1

 p3, p4 => απαραίτθτεσ ςτιλεσ
 άρα p3, p4 είναι μζροσ τθσ λφςθσ, αφαιροφμε τουσ ελαχιςτόρουσ που 

καλφψαμε

 Επιλογι ςτουσ p1, p2 (Κδιο κόςτοσ)

 Λφςεισ : {p1, p3, p4}(Κόςτουσ 3), ι {p2, p3, p4} (Κόςτουσ 3)
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Ελαχιςτόροι p1 p2 p3 p4

x’y’z’ 1 1

x’yz’ 1 1

x’yz 1 1

xyz 1

xy’z’ 1

2/19/2014

Παρϊδειγμα 2 – Κυκλικόσ Πυρόνασ
p1 p2 p3 p4 p5 p6

1 1 1

2 1 1

3 1 1

4 1 1

5 1 1

6 1 1
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 Καμία απλοποίθςθ

 Επιλζγουμε τον p1
 έστφ λοιπόν p1 μέρος της λύσης, αυαιρούμε τοσς ελατιστόροσς ποσ 

καλύυαμε
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Παρϊδειγμα 2 – Κυκλικόσ Πυρόνασ
p1 p2 p3 p4 p5 p6

1 1 1

2 1 1

3 1 1

4 1 1

5 1 1

6 1 1
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 Καμία απλοποίθςθ

 Επιλζγουμε τον p1
 έστφ λοιπόν p1 μέρος της λύσης, αυαιρούμε τοσς ελατιστόροσς ποσ 

καλύυαμε

 Κάλυψθ κατά Στιλθ

 Ο p3 κυριαρχεί τον p2, o p5 τον p6

 p5, p6 δεν είναι μζροσ τθσ λφςθσ
2/19/2014

Παρϊδειγμα 2 – Κυκλικόσ Πυρόνασ
p1 p2 p3 p4 p5 p6

1 1 1

2 1 1

3 1 1

4 1 1

5 1 1

6 1 1
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 …
 Κάλυψθ κατά Στιλθ

 Ο p3 κυριαρχεί τον p2, o p5 τον p6

 p2, p6 δεν είναι μζροσ τθσ λφςθσ

 Κάλυψθ κατά Σειρά

 Η 3 καλφπτει τθν 2, θ 4 τθν 5

 3 και 5 απαλοίφονται

2/19/2014
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Παρϊδειγμα 2 – Κυκλικόσ Πυρόνασ
p1 p2 p3 p4 p5 p6

1 1 1

2 1 1

3 1 1

4 1 1

5 1 1

6 1 1
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 …
 Κάλυψθ κατά Σειρά

 Η 3 καλφπτει τθν 2, θ 4 τθν 5

 3 και 5 απαλοίφονται

 Απαραίτθτεσ ςτιλεσ p3, p5

 Λφςθ : {p1, p3, p5} (Κόςτοσ 3)

 Οι υπόλοιπεσ λφςεισ είναι ιςοδφναμεσ…

2/19/2014

Παρϊδειγμα 3

1 2 3 4 5 6

1 1 1 1

2 1 1 1

3 1 1 1

4 1 1 1
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 Επιλζγουμε τον p1
 έστφ λοιπόν p1 μέρος της λύσης, αυαιρούμε τοσς ελατιστόροσς ποσ 

καλύυαμε

2/19/2014



2/19/2014

27

Παρϊδειγμα 3

1 2 3 4 5 6

1 1 1 1

2 1 1 1

3 1 1 1

4 1 1 1
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 Επιλζγουμε τον 1
 έστφ λοιπόν 1 μέρος της λύσης, αυαιρούμε τοσς ελατιστόροσς ποσ 

καλύυαμε

 Κάλυψθ κατά ςτιλθ

 Ο 2 κυριαρχεί των 3,4,5,6

 Λφςθ : {1,2}

2/19/2014

Παρϊδειγμα 4
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 1 1

2 1 1

3 1 1

4 1 1

5 1 1 1

6 1 1 1

7 1 1

8 1 1 1 1

9 1 1 1 1

10 1 1 1

11 1 1 1

12 1 1

13 1 1 1
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Παρϊδειγμα 4
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 1 1

2 1 1

3 1 1

4 1 1

5 1 1 1

6 1 1 1

7 1 1

8 1 1 1 1

9 1 1 1 1

10 1 1 1

11 1 1 1

12 1 1

13 1 1 1
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Παρϊδειγμα 4
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 1 1

2 1 1

3 1 1

4 1 1

5 1 1 1

6 1 1 1

7 1 1

8 1 1 1 1

9 1 1 1 1

10 1 1 1

11 1 1 1

12 1 1

13 1 1 1
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Παρϊδειγμα 4
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 1 1

2 1 1

3 1 1

4 1 1

5 1 1 1

6 1 1 1

7 1 1

8 1 1 1 1

9 1 1 1 1

10 1 1 1

11 1 1 1

12 1 1

13 1 1 1
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Παρϊδειγμα 4
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 1 1

2 1 1

3 1 1

4 1 1

5 1 1 1

6 1 1 1

7 1 1

8 1 1 1 1

9 1 1 1 1

10 1 1 1

11 1 1 1

12 1 1

13 1 1 1
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Παρϊδειγμα 4
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 1 1

2 1 1

3 1 1

4 1 1

5 1 1 1

6 1 1 1

7 1 1

8 1 1 1 1

9 1 1 1 1

10 1 1 1

11 1 1 1

12 1 1

13 1 1 1
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Παρϊδειγμα 4
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 1 1

2 1 1

3 1 1

4 1 1

5 1 1 1

6 1 1 1

7 1 1

8 1 1 1 1

9 1 1 1 1

10 1 1 1

11 1 1 1

12 1 1

13 1 1 1
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Παρϊδειγμα 4
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 1 1

2 1 1

3 1 1

4 1 1

5 1 1 1

6 1 1 1

7 1 1

8 1 1 1 1

9 1 1 1 1

10 1 1 1

11 1 1 1

12 1 1

13 1 1 1
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Παρϊδειγμα 4
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 1 1

2 1 1

3 1 1

4 1 1

5 1 1 1

6 1 1 1

7 1 1

8 1 1 1 1

9 1 1 1 1

10 1 1 1

11 1 1 1

12 1 1

13 1 1 1
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Περιεχόμενα
 Ρολυδιάςτατοσ Δυαδικόσ Χϊροσ 

 Δυαδικζσ Συναρτιςεισ

 Θεϊρθμα Boole/Shannon

 Κανονικζσ Μορφζσ

 Ελαχιςτόροι/Μεγιςτόροι

 Ομοφωνία/Συνεπαγωγι

 Ρρόβλθμα SAT

 Αδιάφορεσ Τιμζσ

 SDC, ODC

 Ταυτολογία

 Ελαχιςτοποίθςθ Δι-επίπεδου 
Κυκλϊματοσ

 Επάγοντεσ όροι και Ρρϊτοι 
Επάγοντεσ Προι

 Ουςιϊδθσ Επάγοντεσ –
Θεϊρθμα Quine

 Υπολογιςμόσ Ρρϊτων με 
Μζκοδο Ρίνακα

 Αδιάφορεσ τιμζσ ςτουσ Ελαχιςτόρουσ

 Το Μονόςθμο Ρρόβλθμα Κάλυψθσ 
(UCP)

 Ρίνακασ Ρεριοριςμϊν UCP

 Τεχνικζσ απλοποίθςθσ

 Συναρτιςεισ Ρολλαπλϊν Εξόδων

 Κυβικι Αναπαράςταςθ Συνάρτθςθσ

 Κφβοι με DCs

 MIS για Φραγι

 Αλγόρικμοσ Branch and Bound για 
Λφςθ του UCP
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Συναρτόςεισ Πολλαπλών Εξόδων

 Θεωροφμε τισ παρακάτω ςυναρτιςεισ:
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f1 f2
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Συναρτόςεισ Πολλαπλών Εξόδων

 Χωρίσ κοινοφσ όρουσ  Με κοινό όρο

ΗΥ437 - Διεπίπεδθ Βελτιςτοποίθςθ - QM - ΒΒ65

f1
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 SDC, ODC

 Ταυτολογία

 Ελαχιςτοποίθςθ Δι-επίπεδου 
Κυκλϊματοσ

 Επάγοντεσ όροι και Ρρϊτοι 
Επάγοντεσ Προι

 Ουςιϊδθσ Επάγοντεσ –
Θεϊρθμα Quine

 Υπολογιςμόσ Ρρϊτων με 
Μζκοδο Ρίνακα

 Αδιάφορεσ τιμζσ ςτουσ Ελαχιςτόρουσ

 Το Μονόςθμο Ρρόβλθμα Κάλυψθσ 
(UCP)

 Ρίνακασ Ρεριοριςμϊν UCP

 Τεχνικζσ απλοποίθςθσ

 Συναρτιςεισ Ρολλαπλϊν Εξόδων

 Κυβικι Αναπαράςταςθ Συνάρτθςθσ

 Κφβοι με DCs

 MIS για Φραγι

 Αλγόρικμοσ Branch and Bound για 
Λφςθ του UCP
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Κυβικό Αναπαρϊςταςη Συνϊρτηςησ

 Για να δίνουμε ζμφαςθ ςτισ κοινζσ εξόδουσ μποροφμε να 
αναπαραςτιςουμε ςυναρτιςεισ πολλαπλϊν εξόδων με 
διάνυςματα

 Είςοδοι|Ζξοδοι

 Ραράδειγμα:

 Η προθγοφμενθ ςυνάρτθςθ πολλαπλϊν εξόδων f1f2 μπορεί 
να αναπαραςτακεί ωσ:
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xyz f1f2

1-1 10

011 11

0-0 01
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Υπολογιςμόσ Πρώτων Επαγόντων Όρων

 Αλγόρικμοσ/Μζκοδοσ Πίνακα Πολλαπλϊν Εξόδων

1. Ξεκινϊντασ από ελαχιςτόρουσ πολλαπλϊν εξόδων, μεγζκουσ ν (με ν 
όρουσ)

 Τουσ διατάςουμε με φκίνοντα αρικμό αρνιςεων

2. Συγχωνεφουμε ανά δφο τουσ ελαχιςτόρουσ με διαφορά μιασ άρνθςθσ 
(απόςταςθ 1 ςτον κφβο) και παράγουμε τον νζο όρο με μια λιγότερθ 
μεταβλθτι (ν-1)

 Τζμνουμε τουσ κφβουσ εξόδου

3. Σθμαδεφουμε τουσ ελαχιςτόρουσ που καλφπτονται, μόνο όταν οι ζξοδοι, 
του πρϊτου και του ελαχιςτόρου, είναι ίςεσ

4. Πταν τελειϊςουν οι ςυνδυαςμοί ςυνεχίηουμε ςτουσ (ν-1) όρουσ από το 
βιμα 2, μζχρι να μθν γίνονται άλλεσ ςυγχωνεφςεισ

5. Οι πρϊτοι είναι οι μθ ςθμαδεμζνοι, εναπομείναντεσ όροι.
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Παρϊδειγμα Πύνακα Πρώτων με Πολλαπλϋσ 
Εξόδουσ
000|01 √ 0-0|01

010|01 √ 01-|01

011|11

101|10 √

-11|10

1-1|10

111|10 √
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 p1 = 011|11

 p2 = 0-0|01

 p3 = 01-|01

 p4 = -11|10

 p5 = 1-1|10

 Στον πίνακα περιοριςμϊν του UCP οι ελαχιςτόροι εκφράηονται 
ωσ ελαχιςτόροι πολλαπλϊν εξόδων με μια-μία τθν κάκε ζξοδο
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Συναρτόςεισ Πολλαπλών Εξόδων

 Ρρϊτοι:
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x

y z

f1 f2

p2

p1 p3

p3

p4 p5

2/19/2014



2/19/2014

36

Παρϊδειγμα Πύνακα Περιοριςμών με 
Πολλαπλϋσ Εξόδουσ

p1 p2 p3 p4 p5

000|01 1

010|01 1 1

011|01 1 1

011|10 1 1

101|10 1

111|10 1 1
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f1

f2

 Επιλφουμε τον πίνακα περιοριςμϊν με τον ίδιο τρόπο…
 Λφςθ: {p1, p2, p5}
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Συναρτόςεισ Πολλαπλών Εξόδων

 Η μζκοδοσ μπορεί να προεκτακεί και για κφβουσ με DC 

ςτισ εξόδουσ,
 010|1-

 Στισ ςυγχωνεφςεισ:

 - . 1 = 1

 - . 0 = 0
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Περιεχόμενα
 Ρολυδιάςτατοσ Δυαδικόσ Χϊροσ 

 Δυαδικζσ Συναρτιςεισ

 Θεϊρθμα Boole/Shannon

 Κανονικζσ Μορφζσ

 Ελαχιςτόροι/Μεγιςτόροι

 Ομοφωνία/Συνεπαγωγι

 Ρρόβλθμα SAT

 Αδιάφορεσ Τιμζσ

 SDC, ODC

 Ταυτολογία

 Ελαχιςτοποίθςθ Δι-επίπεδου 
Κυκλϊματοσ

 Επάγοντεσ όροι και Ρρϊτοι 
Επάγοντεσ Προι

 Ουςιϊδθσ Επάγοντεσ –
Θεϊρθμα Quine

 Υπολογιςμόσ Ρρϊτων με 
Μζκοδο Ρίνακα

 Αδιάφορεσ τιμζσ ςτουσ Ελαχιςτόρουσ

 Το Μονόςθμο Ρρόβλθμα Κάλυψθσ 
(UCP)

 Ρίνακασ Ρεριοριςμϊν UCP

 Τεχνικζσ απλοποίθςθσ

 Συναρτιςεισ Ρολλαπλϊν Εξόδων

 Κυβικι Αναπαράςταςθ Συνάρτθςθσ

 Κφβοι με DCs

 MIS για Φραγι

 Αλγόρικμοσ Branch and Bound για 
Λφςθ του UCP
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Πϊνω και Κϊτω Όρια - Συζότηςη

 Για μια φραγμζνθ ςυνάρτθςθ κόςτουσ f:
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U (βέλτιστο)

L (βέλτιστο) 

U1

U2

L2

L1

Φραγμζνθ f
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Υπολογιςμόσ Κϊτω Ορύου για την Κϊλυψη
 Πταν/αν δυο ςειρζσ, ri, rj :

 ζχουν κάπου μθδενικά, ενϊ δεν ζχουν κοινό 1 ςτισ ςτιλεσ τουσ, τότε 
είναι ανεξάρτθτεσ και απαιτοφν 2 ςτιλεσ για να καλυφκοφν, π.χ.

 1000 1010 1001 

0100 0101 0110

 Οι ανεξάρτθτεσ ςειρζσ ζχουν αμοιβαίωσ διαφορετικοφσ 
άςςουσ ςτισ ςτιλεσ

 Αν τϊρα, ο πίνακασ ζχει n ανεξάρτθτα ηευγάρια ςειρϊν 
απαιτοφνται τουλάχιςτον n ςτιλεσ για τθν κάλυψθ (# ≥ n)

 Για κυκλικό πίνακα, το κακολικό κάτω όριο είναι 22, ακόμα και 
αν δεν υπάρχουν ανεξάρτητεσ ςειρζσ:

 L = 2
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1 0 1

1 1 0

0 1 1

2/19/2014

Αλγόριθμοσ MIS_QUICK

 όπου ||M|| αρικμόσ των ςειρϊν που ζχουν μείνει

 Ευριςτικό Κόςτοσ ςτθν CHOOSE_SHORTEST_ROW:

 (i) αρικμόσ των άςςων (1) ςτθν ςειρά

 (ii) ςυνολικόσ αρικμόσ των άςςων οριηόντια ςτθν ςειρά και αυτϊν 
που τζμνονται κάκετα ςτα ςθμεία των άςςων (1)

Αλγόρικμοσ MIS

MIS_QUICK(M) {

MIS = empty set

do {

i = CHOOSE_SHORTEST_ROW(M) [row with least 

"weight"]

MIS = MIS U {i}

M = DELETE_INTERSECTING_ROWS(M, i)

} while (|| M || > 0) continue

return MIS

}
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Παρϊδειγμα MIS με τα δυο Ευριςτικϊ

 Διαφορετικά ευριςτικά = διαφορετικά βάρθ

 Τα διαφορετικά βάρθ επθρεάηουν μόνο τον χρόνο εκτζλεςθσ, 
όχι τθν ποιότθτα τθσ λφςθσ!
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1 2 3 4 5 6

1 1 0 0 0 1 0 w(1, 1) = 2 w(2, 1) = 5

2 1 1 0 1 0 0 w(1, 2) = 3 w(2, 2) = 9

3 0 1 1 0 0 0 w(1, 3) = 2 w(2, 3) = 6

4 0 0 0 1 1 1 w(1, 4) = 3 w(2, 4) = 7

5 0 0 1 1 0 0 w(1, 5) = 2 w(2, 5) = 6

6 0 1 0 0 0 1 w(1, 6) = 2 w(2, 6) = 5

7 1 0 1 0 0 0 w(1, 7) = 2 w(2, 7) = 6
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Παρϊδειγμα Δϋντρου Επιλογών
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Παρϊδειγμα Bounding από το MIS

 Στον κόμβο p1 το κάτω όριο δεξιά είναι 3
 Το κόςτοσ από αριςτερά είναι 3

 Άρα δεν εξερευνοφμε τον δεξί κόμβο του δζντρου – τον φράηουμε
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Περιεχόμενα
 Ρολυδιάςτατοσ Δυαδικόσ Χϊροσ 

 Δυαδικζσ Συναρτιςεισ

 Θεϊρθμα Boole/Shannon

 Κανονικζσ Μορφζσ

 Ελαχιςτόροι/Μεγιςτόροι

 Ομοφωνία/Συνεπαγωγι

 Ρρόβλθμα SAT

 Αδιάφορεσ Τιμζσ

 SDC, ODC

 Ταυτολογία

 Ελαχιςτοποίθςθ Δι-επίπεδου 
Κυκλϊματοσ

 Επάγοντεσ όροι και Ρρϊτοι 
Επάγοντεσ Προι

 Ουςιϊδθσ Επάγοντεσ –
Θεϊρθμα Quine

 Υπολογιςμόσ Ρρϊτων με 
Μζκοδο Ρίνακα

 Αδιάφορεσ τιμζσ ςτουσ Ελαχιςτόρουσ

 Το Μονόςθμο Ρρόβλθμα Κάλυψθσ 
(UCP)

 Ρίνακασ Ρεριοριςμϊν UCP

 Τεχνικζσ απλοποίθςθσ

 Συναρτιςεισ Ρολλαπλϊν Εξόδων

 Κυβικι Αναπαράςταςθ Συνάρτθςθσ

 Κφβοι με DCs

 MIS για Φραγι

 Αλγόρικμοσ Branch and Bound για 
Λφςθ του UCP
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Αλγόριθμοσ Branch and Bound UCP
Αλγόρικμοσ UCP Branch and Bound

BCP(F, U, currentSol) {

(F, currentSol) = REDUCE(F, currentSol);  // simplify //

if (terminalCase(F)) {

if (COST(currentSol) < U) {

U = COST(currentSol);

return (currentSol);    // terminal case //

}

else return ("no solution");

}

L = LOWER_BOUND(F, currentSol);          // compute lower bound //

if (L >= U) return ("no solution")

xi = CHOOSE_VAR(F);

S1 = BCP(Fxi, U, currentSol U {xi});

if (COST(S1) = L) return (S1); 

S0 = BCP(Fxi', U, currentSol);

return BEST_SOLUTION(S1, S0);

}
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 F = πίνακασ, U = πάνω όριο = # μεταβλιτων + 1 αρχικά

 Fxi = απλοποιθμζνοσ πίνακασ με ςτιλθ xi ςτθν λφςθ

 Fxi’ = πίνακασ χωρίσ τθν ςτιλθ xi
2/19/2014

Παρϊδειγμα 4
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 1 1

2 1 1

3 1 1

4 1 1

5 1 1 1

6 1 1 1

7 1 1

8 1 1 1 1

9 1 1 1 1

10 1 1 1

11 1 1 1

12 1 1

13 1 1 1
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Παρϊδειγμα 4 – Δϋντρο Επιλογών
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