
7η διάλεξη – Ακολουθιακά Κυκλώματα
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Παραπάνω παρουσιάζεται ο πιο συνήθης χωροθέτηση αριθμητικών, λογικών 
κυκλωμάτων. Η μονάδα επεξεργασίας είναι η λέξη (λ.χ. 32-bit σε επεξεργαστές, 8-bit 
σε DSP) και αυτή καθορίζει και την δομή της υλοποίησης στον χώρο.
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Η ιδιότητα αντιστροφής, που παρουσιάζουν οι λογικές εξισώσεις του αθροιστή, 
συνεπάγεται ότι η αντιστροφή των εισόδων συνεπάγεται αντιστροφή της εξόδου.
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Η παραπάνω διασύνδεση της αλυσίδας κρατουμένου μειώνει τα λογικά στάδια

12



13



Παραπάνω βλέπουμε την απλούστερη υλοποίηση ολοκληρωμένου αθροιστή σε 
CMOS, ο οποίος και απαριθμεί 28 τρανζίστορ: Co = AB + BCi + ACi, S = ABCi + Co’ (A + 
B + Ci). Οι δυο εξισώσεις έχουν επιλεγεί για να μοιράζονται συνδυαστική λογική.

Εκτός του μεγάλου του εμβαδού το παραπάνω κύκλωμα είναι ιδιαίτερα αργό:
• τα δίκτυα ανέλκυσης είναι σημαντικού μεγέθους με μεγάλα PMOS τρανζίστορ
• η χωρητικότητα που εμφανίζεται στο κρατούμενο (Co Ci) είναι σημαντική μια και 
απαρτίζεται από 2 χωρητικότητες διάχυσης (αντιστροφέας που παράγει το Co) και 6 
χωρητικότητες πύλης (τα τρανζίστορ με είσοδο Ci). Επιπλέον θα υπάρχει και η 
χωρητικότητα της διασύνδεσης.
• τα δυο κυκλώματα αποτελούνται από δυο στάδια. Δυο στάδια στην αλυσίδα του 
κρατουμένου επιβαρύνουν σημαντικά την καθυστέρηση προώθησης του 
κρατουμένου. Στην παραγωγή του αθροίσματος δεν είναι τόσο σημαντική η 
καθυστέρηση μια και πραγματοποιείται μια φορά.
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co = ab (ci + ci’) + ci (a’b + ab’) 

Άρα η καθυστέρηση σε Λογικά Επίπεδα είναι 4 (τεχνολογικά ανεξάρτητη 
καθυστέρηση).
Αναλυτικά 1ο επίπεδο (χειρότερο) είναι το a’b, ab’, 2ο επίπεδο το a’b + 

ab’,

3ο επίπεδο το ci (a’b + ab’), και 4ο ολόκληρο το co.

Άρα, η καθυστέρηση του co είναι 4 Λογικά Επίπεδα, ενώ το 

κόστος σε εμβαδό είναι 9.

Το κόστος σε εμβαδό ισούται με το πλήθος των εμφανίσεων 

των δυαδικών όρων-μεταβλητών.

Έτσι:
Καθυστέρηση c1: 4 t.u. (1 t.u. – time unit = 1 επίπεδο λογικής AND/OR = 1 g.d. – gate 
delay)
Καθυστέρηση c2: (4 + 4) t.u.
Καθυστέρηση c3: (4 + 4 + 4) t.u.
Καθυστέρηση c4: (4 + 4 + 4 + 4) t.u.
Καθυστέρηση ci : (4 * I) t.u.

Η καθυστέρηση του 4-bit αθροιστή είναι 4*3 (4ο bit) + 4 (s3) = 16 λογικά επίπεδα/t.u.

Καθυστέρηση c16 (16-bit αθροιστή) = 4 * 16 = 64 t.u., δηλ. 64 λογικά επίπεδα 
(ή καθυστερήσεις τεχνολογικά-ανεξάρτητων πυλών)
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O παραπάνω αθροιστής έχει ένα ιδιότυπο κύκλωμα παραγωγής του κρατουμένου. 
Πρώτον, δεν χρησιμοποιεί αντιστροφέα, και δεύτερον τα δίκτυα καθέλκυσης και 
ανέλκυσης δεν είναι δυικά αλλά συμμετρικά! 

Οι ιδιότητες που εκμεταλλεύεται η συμμετρική πύλη είναι (α) η 
συμπληρωματικότητα των σχέσεων d, g και p, (β) συμμετρία μεταξύ των d και g, και 
συμμετρία της προώθησης ως προς το Ci. Το δεξί τμήμα είναι μετασχηματισμός του 
απλού στατικού CMOS αθροιστή όπου έχουμε διαιρέσει την αρχική πύλη σε δυο 
συμμετρικά μέρη.

Στην παραπάνω πύλη μπορούμε να κρατήσουμε το δεξί τμήμα (S) σε ελάχιστο 
μέγεθος  και να βελτιστοποιήσουμε τα μεγέθη του αριστερού (Co’) ως προς την 
αλυσίδα. 

20



21



22



23



Η παραπάνω υλοποίηση βασίζεται στις εξισώσεις: P = A (+) B, Co = G + P ci 
και S = p (+) ci. 

Οι 2 πύλες XOR υπολογίζουν τα P και P’ αντίστοιχα, και κατόπιν παράγονται, βάση 
αυτών τα S και Co. Η παραπάνω υλοποίηση εξασφαλίζει ομοιόμορφη καθυστέρηση 
για τα σήματα Co και S.
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Τα παραπάνω σχήματα αποτελούν μετασχηματισμούς της αλυσίδας κρατουμένου 
του αθροιστή υλοποιημένου με τρανζίστορ διέλευσης.

Το σχήμα στα αριστερά είναι στατική υλοποίηση του κρατουμένου βάση των 
σημάτων G, P και D, ενώ το σχήμα στα δεξιά αποτελεί δυναμική υλοποίηση με ρολόι 
και χρησιμοποιεί μόνο σήματα τα P και D.
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Παραπάνω παρουσιάζεται η δυναμική υλοποίηση ενός αθροιστή 4-bit που 
χρησιμοποιεί την δυναμική πύλη για την αλυσίδα κρατουμένου.
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Η αρχιτεκτονική του αθροιστή παράκαμψης προσθέτει ένα μονοπάτι παράκαμψης 
της αλυσίδας των κρατουμένων χρησιμοποιώντας την σύζευξη των σημάτων 
προώθησης (προώθηση ομάδας – group propagate : GP = P0P1P2P3). 

Έτσι, επιτυγχάνει επιτάχυνση της χείριστης περίπτωσης, δηλ. προώθησης του 
κρατουμένου από είσοδο σε έξοδο.
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Παραπάνω βλέπουμε έναν αθροιστή παράκαμψης 16-bit υλοποιημένο με 4 
επιμέρους αθροιστές. 

Το κρίσιμο μονοπάτι που φαίνεται παραπάνω σκιασμένο σε γκρι αποτελεί ένα πάνω 
όριο στην καθυστέρηση του αθροιστή θεωρώντας την εξής περίπτωση:

• χρόνος προετοιμασίας (υπολογισμός P)

• υπόθεση ότι αξιολογείται κανονικά η αλυσίδα (κρατούμενο από το 1ο bit – G0)

• παράκαμψη κρατουμένου στους επόμενους δυο αθροιστές

• υπόθεση ότι αξιολογείται κανονικά η αλυσίδα στον τελευταίο (κρατούμενο από το 
2ο bit – G1)

• χρόνος υπολογισμού S

Ο βέλτιστος αριθμός ψηφίων ανά επιμέρους αθροιστή  υπολογίζεται από 
παραμέτρους τεχνολογίας, π.χ. καθυστέρηση/φορτίο του πολυπλέκτη στο 
κρατούμενο, διαφορά καθυστέρησης μεταξύ της παράκαμψης και συμβατικής 
αλυσίδας.

30



31



32



33



Ο αθροιστής επιλογής κρατουμένου αποτελεί προσέγγιση «ωμής δύναμης» (brute 
force) όπου υπολογίζονται ούτως η άλλως τα εναλλακτικά αποτελέσματα του 
κρατουμένου για τις δυο πιθανές τιμές του κρατουμένου, 0 ή 1. 

Έτσι, για μια ομάδα bits, με την άφιξη της κυριολεκτικής τιμής του κρατουμένου 
επιλέγεται το 1 από τα 2 προϋπολογισμένα αποτελέσματα και το άθροισμα.
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Παραπάνω βλέπουμε αθροιστή επιλογής 16-bit υλοποιημένο πάλι από ομάδες των 
4-bit, και την κρίσιμο οδό του κυκλώματος σκιασμένη σε γκρι.
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Ένας μετασχηματισμός που μπορεί να επιταχύνει την λειτουργία του αθροιστή 
επιλογής είναι το ανομοιόμορφο, και επαυξανόμενο αριθμό ψηφίων, λ.χ. 
επιπρόσθεση 1 bit για κάθε επιμέρους αθροιστή. Το κίνητρο για αυτήν την 
ανομοιομορφία είναι η μη ισοσκελισμένη άφιξη που παρατηρείται στην κρίσιμη οδό 
μεταξύ των σημάτων της αλυσίδας του πολυπλέκτη, και του υπολογισμού των 2 
λύσεων, η οποία αντιστοιχεί πρακτικά σε διαθέσιμο, εκμεταλλεύσιμο χρόνο.

Έτσι, για P στάδια και Μ bits για το αρχικό, όπου επιπροσθέτεται 1 bit για κάθε 
στάδιο έχουμε N = M + (M + 1) + ... + (M + P - 1) = MP + P(P-1)/2 =~ P^2/2. Έτσι 
P~=SQRT(2N).
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Καθυστέρηση για Pi = AiBi, Gi = Ai + Bi = 1 Λογικό Επίπεδο
Καθυστέρηση pi, gi : 1 t.u.

Καθυστέρηση για co, c1, c2, c3, c4:
c1 = G0 + P0 c0, δηλαδή 3 λογικά επίπεδα.

Αναλυτικά τα G0,P0 έχουν καθυστέρηση 1 λογικό επίπεδο, το 

2ο είναι το P0c0,

και τρίτο ολόκληρο το c1

Ομοίως για το c4:

c4 = G3 + G2P3 + G1P2P3 + C0P0P1P2P3

Τα P0, P1, P2, P3, G2, G1, G2 έχουν καθυστέρηση 1 λογικό 

επίπεδο, το 2ο είναι το C0P0P1P2P3,

και τρίτο ολόκληρο το c4.

Έτσι:
Καθυστέρηση για c1-c4 : 3 t.u. (για υλοποίηση 2-επίπεδης λογικής)
Καθυστέρηση για PG, GG = 2 t.u.

Άρα η καθυστέρηση για τον 4-bit αθροιστή είναι 3 + 4 = 7 λογικά επίπεδα (αντί για 
16 του σειριακού κρατουμένου)
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Για τον 16-bit αθροιστή με 4 των 4-bit με Πρόγνωση και 1 μονάδα Ιεραρχικής Πρόγνωσης 
(LCU), οι καθυστερήσεις έχουν ως εξής:

PPi (4-bit) = P0P1P2P3 = 2 λογικά επίπεδα
GGi (4-bit) = G3 + G2P3 + G1P2P3 + G0P1P2P3 = 3 λογικά επίπεδα

Ιεραρχικό ci (c4, c8, c12, c16) από τα PPi, GGi: 
c4 = GG1 + c0 PP1
c8 = GG2 + c4 PP2 = GG2 + GG1 PP2 + c0 PP1 PP2

c12 = GG3 + c8 PP3 = GG3 + (GG2 + GG1 PP2 + c0 PP1 PP2) PP3 

= GG3 + GG2 PP3 + GG1 PP2 PP3 + c0 PP1 PP2 PP3, 

όπου GGi, PPi είναι για τον i (1ο, 2ο και 3ο) 4-bit αθροιστή

Άρα, τα c8, c12 έχουν βάθος 5 λογικά επίπεδα, το c4 έχει 4.

s0…3 : 4 t.u.
s4…7 : 9 t.u.
s8…11 : 9 t.u
s2, s3, s4 : 9 t.u.,
c16 επίσης σε 5 t.u.

Η μέγιστη καθυστέρηση είναι βάθους 9 (9 t.u.).
Στον 16-bit σειριακό αθροιστή θα ήταν 4*15 (κρατούμενου του 15ου bit) + 4 = 64 λογικά 
επίπεδα/t.u.
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Παραπάνω βλέπουμε την κλασσική αρχιτεκτονική του αθροιστή πρόγνωσης 
κρατουμένου, όπου τονίζεται η επαυξανόμενη λογική πολυπλοκότητα σε κάθε 
επόμενο ψηφίο.
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16-input parallel prefix sum
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Is similar to k/2-input networks and k/2 adders design (LHS of Slide 18), but avoids 
the fan-out problem
by distributing the computations.

A k-input Kogge-Stone has delay of log2k levels, and a cost of klog2k – k + 1 – fastest 
possible implementation for two-input blocks.
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Η σχέση/πράξη ● είναι προσεταιριστική αλλά όχι μεταθετική. 

Με τον ορισμό της πράξης ● μπορούμε εύκολα να σχηματίσουμε 

λογαριθμικής καθυστέρησης αθροιστές, σχηματίζοντας ιεραρχικά τις 

ομάδες G, P και τα σχετικά κρατούμενα.
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Ο χαρακτηρισμός Βάσης 2 (Radix-2) στοιχειοθετεί ότι το δέντρο είναι δυαδικό, δηλ. 
δυο είσοδοι κρατουμένων χρησιμοποιούνται κάθε φορά.

Χαρακτηριστικά δέντρου Kogge-Stone: ομοιόμορφες συνδέσεις, σταθερό fanout.
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Η σχέση/πράξη ● μπορεί να υλοποιηθεί από τα παραπάνω δυναμικά κυκλώματα.
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Το σήμα Clkd είναι καθυστερημένο ρολόι και απαιτείται μια και η συνδεσμολογία 
των 2 πρώτων δυναμικών πυλών παραβιάζει τους κανόνες δυναμικής σχεδίασης...
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Η επιλογή του δέντρου γίνεται με βάση της σχέσης εμβαδού, καθυστέρησης και 
κατανάλωσης.
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Η παραπάνω εξίσωση αφορά την 2η κρίσιμη οδό.
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Στον πολλαπλασιαστή αποθήκευσης κρατουμένου, τα κρατούμενα προάγονται 
διαγώνια στο επόμενο ψηφίο κάτω αντί για αριστερά. Έτσι, απαιτείται ακόμα ένας 
αθροιστής (πρόγνωσης κρατουμένου συνήθως) για να παράγει το αποτέλεσμα.

Η κρίσιμη οδός στον πολλαπλασιαστή αποθήκευσης είναι μοναδική και γενικά 
μικρότερη.
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Μπορούμε να μετασχηματίσουμε την δομή των μερικών γινομένων του 
πολλαπλασιασμού σε ένα δέντρο πολλαπλών επιπέδων. Παραπάνω φαίνεται ο 
μετασχηματισμός των γινομένων για αριθμούς 4-bit.
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Αφαίρεση αλλάζοντας τo πρόσημο με το δυικό συμπλήρωμα (2’s complement):

11100 (28) – =  11100 +       = 011100 (28)              

10001 (17)    =  (01110 + 1)   = 101111 (-32+15=-17) =  [1]001011

Το αριστερότερο ψηφίο (κρατούμενο υπερχείλισης) δεν χρησιμοποιείται, η τιμή 1 
προκύπτει από την αναπαράσταση των αρνητικών.

Άλλα Παραδείγματα Διαίρεσης:

101010/10,

Δεκαδικό: 1500/15
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