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Το πρόβλημα PageRank ως γραμμικό 

ζύζηημα 
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PageRank ως γραμμικό σύστημα 

• Το πρόβλημα του PageRank μπορεί να γραφεί είτε 

ως 

• Πρόβλημα ιδιοδιανύσματος: πΤ(αS+(1-α)evT) = πΤ 

• Πρόβλημα Γραμμικού συστήματος: πΤ(I-αS)= (1-α)vT 

• Ποια από τις δυο μορφές είναι προτιμότερες; 

• Υπάρχει κάποια διαφορά; 
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Ιδιότητες του (I-αS) 

1. (I-αS) είναι ένας M πίνακας 

2. Ο (I-αS) δεν είναι ιδιόμορφος 

3. Τα αθροίσματα γραμμών του (I-αS) είναι ίσα προς 1-α 

4. ||(I-αS)||∞ = 1 + α 

5. Αφού ο (I-αS) είναι ένας M πίνακας, (I-αS)-1  ≥ 0 

6. Τα αθροίσματα γραμμών του (I-αS)-1 είναι (1-α)-1. 

Επομένως, ||(I-αS)-1||∞ = (1 – α)-1 

7. Ο condition number είναι κ∞(I-αS) = (1+α)/(1-α) 

 

Επειδή ο (I-αS) είναι αρκετά πυκνός, θα θέλαμε να 

ελέγξουμε εάν παρόμοιες ιδιότητες ισχύουν για τον (I-

αH) 
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Ιδιότητες του (I-αH) 

• Χρησιμοποιώντας το διάνυσμα για τους dangling κόμβους 

avT 

• Το γραμμικό σύστημα: πΤ(I-αΗ-αavT) = (1-α)vT 
• Εάν δέσουμε πΤa = γ, τότε το γραμμικό σύστημα γίνεται: 

πΤ(I-αΗ) = (1-α+αγ)vT 
• Η scalar μεταβλητή γ κρατά το συνολικό PageRank των 

dangling κόμβων 

• Αφού στο τέλος θα εφαρμόσουμε την εξίσωση 

κανονικοποίησης πΤe = 1, διαλέγουμε αυθαίρετα μια τιμή 

για το γ, π.χ., γ = 1 
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Το PageRank ως γραμμικό σύστημα 

• ΘΕΩΡΗΜΑ. Επιλύοντας το γραμμικό 

σύστημα xT(I-αH) = vT και θέτοντας 

πΤ=xT/xTe έχουμε ως αποτέλεσμα το 

διάνυσμα PageRank 

 Επιπλέον, ο (I-αH) έχει πολλές από τις 

ιδιότητες του (I-αS) 
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Ιδιότητες του (I-αH) 

• Ο (I-αH) είναι ένας M πίνακας 

• Ο (I-αH) δεν είναι ιδιόμορφος 

• Τα αθροίσματα γραμμών του (I-αH) είναι είτε ίσα προς 
1-α για τους μη-dangling κόμβους ή 1 για τους 
dangling κόμβους 

• ||(I-αH)||∞ = 1 + α 

• Αφού ο (I-αH) είναι ένας M πίνακας, (I-αH)-1  ≥ 0 

• Τα αθροίσματα γραμμών του (I-αH)-1 είναι 1 για τους 
dangling κόμβους και μικρότερο ή ίσο με (1-α)-1 για 
τους μη dangling κόμβους 

• Ο condition number είναι κ∞(I-αH) ≤ (1+α)/(1-α) 

• Η γραμμή του (I-αH)-1 που αντιστοιχεί στον dangling 
κόμβο i είναι το ei

T, όπου ei είναι η i-οστή στήλη του 
μοναδιαίου πίνακα 
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Σχόλια 

• Γηα κηθξά πξνβιήκαηα, ε πξνζέγγηζε απηή είλαη 

πνιύ πην γξήγνξε, π.ρ., company Intranet 

• Επεηδή θαζώο ην α ηείλεη ζην 1 ε power κέζνδνο 

αξγεί λα ζπγθιίλεη 

• Νένη εξεπλεηηθνί νξίδνληεο 

• Φπζηθά, θαζώο ην α ηείλεη ζην 1 ηα δεηήκαηα 

επαηζζεζίαο παξακέλνπλ θαη γηα ην γξακκηθό 

ζύζηεκα 
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Απόδειξη 1: PageRank ως Γραμμικό 

Σύστημα 

• Τν πΤ είλαη ην PageRank δηάλπζκα εάλ ηθαλνπνηεί 

πΤG=πΤ θαη πΤe=1 

• Πξνθαλώο, πΤe = 1 

• Τν λα δείμνπκε όηη ηζρύεη πΤG=πΤ είλαη ηζνδύλακν κε 

ην λα δείμνπκε όηη πΤ(I-G) = 0T, ην νπνίν είλαη 

ηζνδύλακν κε ην λα δείμνπκε όηη xΤ(I-G) = 0T 
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Απόδειξη 1: PageRank ως Γραμμικό 

Σύστημα 

• Η πξνεγνύκελε γξακκή πξνθύπηεη από ην 

γεγνλόο όηη xT(αa+(1-α)e)vT, επεηδή: 
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Απόδειξη 2: PageRank ως Γραμμικό 

Σύστημα 

• Αο δνύκε κηα ελαιιαθηηθή ζεώξεζε ηνπ PageRank ωο 
γξακκηθό ζύζηεκα. Έρνπκε δεη όηη: 

• Ξεθηλώληαο από ηνλ νξηζκό ηνπ PageRank ωο 
πξόβιεκα ηδηνδηαλύζκαηνο (eigenvector), έρνπκε όηη: 
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Απόδειξη 2: PageRank ως Γραμμικό 

Σύστημα 

• Έζηω όηη: 

• Από ην ζεώξεκα Sherman-Morrison, γλωξίδνπκε όηη ν 
αληίζηξνθνο κηαο rank-one update uw πάλω ζε έλαλ 
πίλαθα A κπνξεί λα γξαθεί ωο ζπλάξηεζε ηνπ 
αληηζηξόθνπ ηνπ Α ωο εμήο: 

• Σπλεπώο,  ζηε δηθή καο πεξίπηωζε γηα ηνλ R έρνπκε 
όηη: 
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Απόδειξη 2: PageRank ως Γραμμικό 

Σύστημα 

• Από ηελ έθθξαζε ηνπ PageRank ωο γξακκηθνύ 

ζπζηήκαηνο: 

• Σπλεπώο: 

• κε 

• έρνπκε 

• άξα 
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Απόδειξη 2: PageRank ως Γραμμικό 

Σύστημα 

• Έζηω: 

• ηόηε 

• όπνπ 

• Απηό ζεκαίλεη όηη αθνύ ππνινγίζω ην y κε γλωζηνύο 

ηξόπνπο, κπνξώ λα βξω ην π εύθνια, αθνύ 

εθαξκόζω κηα θαηάιιειε θαλνληθνπνίεζε ζην y, ώζηε 

|π|1=1 
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Παξάιιειεο πινπνηήζεηο ηνπ PageRank 
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Απαηηήζεηο από ηε κέζνδν 

• Work with nonsymmetric matrices 

• Be easily parallelizable 

• Μέθοδοι 

• Power iterations 

• Jacobi iterations 

• Krylov subspace methods 
• Generalize Minimum Residual (GMRES) 

• Biconjugate Gradient (BiCG) 

• Quasi-Minimal Residual (QMR) 

• Conjugate Gradient Squared (CGS) 

• Biconjugate Gradient Stabilized (BiCGSTAB) 

• Chebyshev Iterations 
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Δεδομένα πειραματισμού 
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Σύγκλιση 1/4 

In the table, the first line for each graph denotes the number of 

iterations required for each method to converge to an absolute residual 

value of 10−7. The second line shows the mean time per iteration at the 

given number of processors. For the Krylov subspace methods, no 

superscript means we used no preconditioner, whereas * denotes a block 

Jacobi preconditioner and † denotes an additive Schwartz preconditioner 

 



Τμ. ΗΜΜΥ, Πανεπιζηήμιο Θεζζαλίας 
19  

Σύγκλιση 2/4 
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Σύγκλιση 3/4 
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Σύγκλιση 4/4 
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Σύγκλιση και τηλεμεταφορά 


