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Κανονικέσ Μορφέσ
 Σε εφαρμογζσ βελτιςτοποίθςθσ ι δόκιμθσ επαλικευςθσ 

εξετάηουμε, αν (f == g), για δυο δυαδικζσ ςυναρτιςεισ f, g

 Στθν περίπτωςθ βελτιςτοποίθςθσ μπορεί να εξετάηουμε τθν εγκυρότθτα 
ενόσ ευριςτικοφ μεταςχθματιςμοφ

 Στθν περίπτωςθ δόκιμθσ επαλικευςθσ ςυγκρίνουμε διαφορετικζσ 
μορφζσ/μεταςχθματιςμοφσ του κυκλώματοσ ςτθν ροι για ορκότθτα

 Πωσ ςυγκρίνουμε;

 Οριςμόσ: μια μορφι ονομάηεται κανονική όταν θ 
αναπαράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ είναι μοναδική

 Οι κανονικζσ μορφζσ κάνουν τθν ςφγκριςθ εφκολθ!

 Κανονικζσ Μορφζσ: Ελαχιςτόροι, Μεγιςτόροι

 Μθ Κανονικζσ Μορφζσ: SOP (Άκροιςμα Γινομζνων), POS (Γινόμενο 
Ακροιςμάτων)
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Παράδειγμα BDD και ςχέςη με κύκλωμα με 
πολυπλέκτεσ

 Ο κάκε κόμβοσ του BDD δεξιά, αντιςτοιχεί ςε 
πολυπλζκτθ ςτο κφκλωμα ςτα αριςτερά
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Οριςμόσ BDDs
 Οριςμόσ - 1: BDD είναι άκυκλοσ, κατευκυντικόσ Γράφοσ 

(DAG), (V U Φ U {1}, E), που αντιπροςωπεφει ςυνάρτθςθ 
πολλαπλών εξόδων F

 V είναι το ςφνολο εςωτερικών κόμβων, με βακμό ακμών εξόδων 2

 Κάκε v ςτο V ζχει ετικζτα l(v), όπου l(v) ανικει ςτθν ςτιριξθ τθσ F

 Ο κόμβοσ 1 είναι ο τερματικόσ κόμβοσ

 Φ είναι το ςφνολο κόμβων ςυναρτιςεων, με βακμό ακμών εξόδων 1

 Η ακμι εξόδου ςυνάρτθςθσ μπορεί να ζχει ιδιότητα άρνησης

 Οι ακμζσ εξόδου των εςωτερικών κόμβων ονοματίηονται T (Then) ι 
E (Else) αντίςτοιχα – Η ακμι E μπορεί να ζχει ιδιότητα άρνησης

 Χρθςιμοποιοφμε (l(v), T, E) για να αναπαραςτιςουμε εςωτερικό 
κόμβο

 Οι μεταβλθτζσ ςτιριξθσ είναι ταξινομθμζνεσ, ζτςι ώςτε αν θ vi
προθγείται τθσ vj, πρζπει l(vi) < l(vj)
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Οριςμόσ BDDs

 Οριςμόσ - 2: Η αναπαράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ F ωσ BDD 

ορίηεται ωσ εξισ:

1. Η ςυνάρτθςθ τερματικοφ κόμβου είναι θ ςτακερι 1

2. Η ςυνάρτθςθ μιασ ακμισ αντιςτοιχεί ςτθν ςυνάρτθςθ του 
προθγοφμενου κόμβου, εκτόσ αν ζχει τθν ιδιότθτα άρνθςθσ

3. Η ςυνάρτθςθ ενόσ κόμβου v ςτο V είναι θ:

l(v) fT + l(v)’ fE όπου fT, fE είναι οι ςυναρτιςεισ των ακμών T, E

αντίςτοιχα

4. Η ςυνάρτθςθ φ ςτο Φ αντιςτοιχεί ςτθν ςυνάρτθςθ τθσ ακμισ 
εξόδου τθσ
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Παραδείγματα

 Συνάρτθςθ 
f = abc + b’d + c’d

 Ταξινόμθςθ ειςόδων
a < b < c < d

 Για κάκε μονοπάτι, θ
ςειρά των μεταβλητών
είναι ίδια!

 Για κάκε πικανι τιμι
τθσ ςτιριξθσ αξιολογοφμε
τθν τιμι του BDD, 0 ι 1
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Παραδείγματα BDD Βαςικών Συναρτήςεων
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Δζντρο Shannon BDD

Παράδειγμα

 f = ab + ac + bc

 Σειρά: a < b < c
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Καταςκευή BDD για Συνάρτηςη f
 Η καταςκευι BDD για οποιαδιποτε ςυνάρτθςθ γίνεται 

ωσ εξισ:

 Κακορίηουμε μια ταξινόμθςθ των ειςόδων

 Υπολογίηουμε τουσ ςυν-παράγοντεσ, ςφμφωνα με τθν 
ζκφραςθ Boole/Shannon (όπωσ ςτο δζντρο)

 Χρθςιμοποιοφμε μοναδικοφσ κόμβουσ για κάκε ίδιο ςυν-
παράγοντα – αποτζλεςμα (βελτιςτοποιοφμε το δζντρο 
Shannon)

 Ταυτοποιοφμε Ιςόμορφουσ Υπο-γράφουσ ςτο Δζντρο

 απλοποιοφμε ςε ζναν

 Αφαιροφμε περιττοφσ κόμβουσ

 Η ςειρά ταξινόμθςθσ των μεταβλθτών ςτιριξθσ ζχει 
μεγάλθ ςθμαςία!!!
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Αλγόριθμοι BDDs

 Πράξθ ITE (If-Then-Else)

 ITE(F, G, H) = F . G + F’ . H,

για οποιεςδιποτε ςυναρτιςεισ F, G, H

 Η πράξθ ITE μπορεί να γίνει αναδρομικά:

 ITE(F, G, H) = F . G + F’ . H

= v . (F . G + F’ . H)|v + v’ . (F . G + F’ . H)|v’ = 

= v . (Fv . Gv + F’v . Hv) + v’ (Fv’ . Gv’ + F’v’ . Hv’) =

= v . ITE(Fv, Gv, Hv) + v’ . ITE(Fv’, Gv’, Hv’)

 Το αποτζλεςμα είναι ιςοδφναμο με κόμβο BDD:

 (v, ITE(Fv, Gv, Hv), ITE(Fv’, Gv’, Hv’))

 Συνθήκες Τερματισμοφ:

 ITE(1, F, G) = ITE(0, G, F) = ITE(F, 1, 0) = ITE(G, F, F) = F
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Αλγόριθμοι BDDs

 Σφνκεςθ ςυναρτιςεων με τθν πράξθ ITE (If-Then-Else):
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Name Expression Equivalent Form

AND(F, G) F . G ITE(F, G, 0)

F > G F . G’ ITE(F, G’, 0)

F < G F’ . G ITE(F, 0, G)

XOR(F, G) F (+) G ITE(F, G’, G)

OR(F, G) F + G ITE(F, 1, G)

NOR(F, G) (F + G)’ ITE(F, 0, G’)

XNOR(F, G) (F (+) G)’ ITE(F, G, G’)

NOT(F) ή NOT(G) G’ ή F’ ITE(F, 0, 1) ή 

ITE(G, 0, 1)

F ≥ G F + G’ ITE(F, 1, G’)

F ≤ G F’ + G ITE(F, G, 1)

NAND(F, G) (F . G)’ ITE(F, G’, 1)
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Σύνθεςη με την ITE - Παράδειγμα
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Θέματα Υλοποίηςησ BDDs

 Shared BDDs

 Χρθςιμοποιοφμε 1 DAG, όπου όλεσ οι ςυναρτιςεισ ζχουν μια ρίηα ςε 
αυτό

 Ζτςι, διακρίνουμε εφκολα κοινζσ υποςυναρτιςεισ

 Unique Table

 “Υπάρχει κόμβοσ v, με απογόνουσ G, H;”

 Χρθςιμοποιοφμε πίνακα που αποκθκεφει τον κάκε κόμβο και τθν 
αναπαράςταςθ του ςε dictionary (με hashing)

 Strong canonicity

 Οι ίςεσ ςυναρτιςεισ κα μοιράηονται τον ίδιο υπογράφο…

 Computed Table (επίςθσ με hashing)

 “Υπολογίςτηκε πρόςφατα το AND/OR/… των f1, f2;”

 Για βελτιςτοποίθςθ ταχφτθτασ χρθςιμοποιοφμε επιπλζον πίνακα με τισ 
πρόςφατα υπολογιςμζνεσ ςυναρτιςεισ
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Αλγόριθμοσ ITE

 Χρθςιμοποιοφμε hashing για κάκε κόμβο (v, G, H) του BDD για Ο(1) 

πολυπλοκότθτα εφρεςθσ υπάρχοντοσ κόμβου
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Αλγόριθμοσ ITE

ITE(F, G, H) {

(result, terminal_case) = TERMINAL_CASE(F, G, H);

if (terminal_case) {

return (result);

}

(result, in_computed_table) = COMPUTED_TABLE_HAS_ENTRY(F, G, H);

if (in_computed_table) {

return (result);

}

v = TOP_VARIABLE(F, G, H);

T = ITE(Fv, Gv, Hv); // +-ve cofactors of F, G, H //

E = ITE(Fv’, Gv’, Hv’); // --ve cofactors of F, G, H //

if (T == E) return T;

R = FIND_OR_ADD_UNIQUE_TABLE(v, T, E); // hashing function //

INSERT_COMPUTED_TABLE((F, G, H), R);

return R;

}

Εφαρμογέσ BDDs

 Αναπαράςταςθ Δυαδικών Συναρτιςεων

 Δόκιμθ Επαλικευςθ

 Ζλεγχοσ Ιςοδυναμίασ

 Αναπαράςταςθ FSMs

 Χαρακτθριςτικζσ Συναρτιςεισ

 Αναπαράςταςθ Χώρου Λφςεων ωσ Ομάδεσ Αρικμών
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