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1 ΗΥ437 - Θεμζλια Δυαδικισ Άλγεβρασ

Περιεχόμενα

 Σφνολα και Σχζςεισ

 Πράξεισ Συνόλων

 Κατθγορίεσ Σχζςεων

 Σχζςεισ Ιςοδυναμίασ, Διάταςθσ, Συμβατότθτασ

 Συναρτιςεισ

 Αλγεβρικό Σφςτθμα

 Πράξεισ meet/join ςε Διατάξεισ

 Κανόνεσ Δυαδικισ Άλγεβρασ

 Διάταξθ 2 μεταβλθτϊν – Πλζγμα

 Θεμελιϊδθ Θεωριματα βάςθ Σχζςθσ Διάταξθσ
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Σύνολα και Σχέςεισ
 Οριςμόσ

 φνολο ορίηουμε ζνα πλικοσ αντικειμζνων, τα οποία 
ονομάηουμε μζλθ ι ςτοιχεία – ςυμβολίηουμε με {}

 π.χ. {1, 2, 3, 4}, {yes, no}, 

 ο πλθκάρικμοσ (cardinality) ενόσ ςυνόλου Α, |Α|, αντιςτοιχεί 
ςτο πλικοσ των ςτοιχείων του ςυνόλου

 Ορίηουμε κενό ςφνολο – Ø – το ςφνολο χωρίσ ςτοιχεία

 Αν α είναι ςτοιχείο του ςυνόλου A, γράφουμε

 Τα ςτοιχεία των ςυνόλων προκφπτουν από ζνα ςφμπαν ι 
ζνα καθολικό ςφνολο U (Universal set)

 Ζτςι για όλα τα υποςφνολα ενόσ U μποροφμε να 
ορίςουμε πράξεισ:
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Σύνολα και Σχέςεισ – Πράξεισ Συνόλων
 Πράξεισ:

 Υποςφνολο (Inclusion) - :  Το ςφνολο Α εμπεριζχεται ςτο Β,
, αν και μόνο αν όλα τα ςτοιχεία του Α ανικουν και 

ςτο Β

 Γνιςιο Υποςφνολο (Inclusion) - :  Το ςφνολο Α είναι γνιςιο 
υποςφνολο του Β, αν και μόνο αν               και 

 Συμπλιρωμα (Complement) - ~ ι ‘ : Το ςφνολο όλων των 
ςτοιχείων του U που δεν ανικουν ςτο Α

 Τομι (Intersection) - : Η τομι των Α και Β,             είναι
το ςφνολο των ςτοιχείων που ανικουν και ςτο Α και ςτο Β

 Ζνωςθ (Union) - : Η ζνωςθ των Α και Β,              είναι
το ςφνολο των ςτοιχείων που ανικουν είτε ςτο Α, είτε ςτο Β
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Σύνολα και Σχέςεισ – Πράξεισ Συνόλων

 Επιπλζον Πράξεισ

 Διαφορά (-) : Η διαφορά ςυνόλων Α και Β, Α – Β είναι τα 
ςτοιχεία του Α που δεν ανικουν ςτο Β: 

 Για δυο ςφνολα, Α και Β, ορίηουμε Καρτεςιανό γινόμενο,
Α Χ Β ωσ: 

 Για Α Χ Α γράφουμε και Α2
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Σύνολα και Σχέςεισ – Σχέςεισ

 Οριςμόσ

 Για δυο ςφνολα, Α και Β, ορίηουμε δυαδικι ςχζςθ (binary 

relation) ωσ ζνα υποςφνολο του Α Χ Β:

 Ανακλαςτικζσ ςχζςεισ,               , ονομάηονται ςχζςεισ όπου το 
πεδίο οριςμοφ και τιμϊν είναι το ίδιο

ΗΥ437 - Θεμζλια Δυαδικισ Άλγεβρασ6

BARyxxRy ),(
2

VR



2/19/2014

4

Σύνολα και Σχέςεισ – Σχέςεισ
 Ιδιότθτεσ Ανακλαςτικϊν Σχζςεων

 Ανακλαςτικότητα (Reflexivity):

 Για κάκε x ςτο Α, ιςχφει xRx

 υμμετρία (Symmetry): 

 Για κάκε ηευγάρι (x, y) ςτθν R, το ηευγάρι (y, x) επίςθσ ανικει ςτθν R

 Αντι-υμμετρία (Anti-Symmetry): 

 Αν (x, y) και (y, x) ανικουν ςτθν R, τότε y=x

 Μεταβατικότητα (Transitivity): 

 Αν (x, y) και (y, z) ανικουν ςτθν R, τότε (x, z) ανικει ςτθν R
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Σύνολα και Σχέςεισ – Ειδικέσ Σχέςεισ

 Ειδικζσ Ανακλαςτικζσ Σχζςεισ

 χζςη Ιςοδυναμίασ (Equivalence Relation):  

Ανακλαςτικι, Συμμετρικι, Μεταβατικι ςχζςθ

 π.χ. θ ςχζςθ = ςτο ςφνολο N

 χζςη Διάταξησ (Partial Order): 

Ανακλαςτικι, Αντι-Συμμετρικι, Μεταβατικι ςχζςθ

 π.χ. θ ςχζςθ <= (ςειράσ) όταν διατρζχουμε ζνα γράφο

 χζςη υμβατότητασ (Compatibility Relation):

Ανακλαςτικι, Συμμετρικι αλλά ΌΧΙ Μεταβατικι

 π.χ. ςυμβατζσ καταςτάςεισ μιασ ΜΠΚ (FSM)
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Συναρτήςεισ
 Μια Συνάρτθςθ f από το Α ςτο Β, f : AB, είναι μια 

απεικόνιςθ του κάκε (ενόσ) ςτοιχείου του Α ςτο Β

 Ζτςι θ υνάρτηςη είναι χζςη, όπου το Α εμφανίηεται μόνο 
ςτο ζνα μζλοσ του ηεφγουσ

 Για y=f(x): AB, ονομάηουμε το y ωσ εικόνα (image) του x, ωσ 
προσ τθν f. Δεδομζνου ενόσ πεδίου τιμϊν, , το ςφνολο:

ονομάηεται θ εικόνα του C ωσ προσ τθν f

 Μια ςυνάρτθςθ ονομάηεται 1-1, όταν 

 Μια ςυνάρτθςθ ονομάηεται επί (onto), όταν:

 Μια ςυνάρτθςθ που είναι 1-1 και επί είναι αντιςτρζψιμη
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Αλγεβρικό Σύςτημα
 Μια πράξθ πλήθουσ n ςε ζνα ςφνολο Α είναι n 

ςυνάρτθςθ f: An
A

 Οριςμόσ

 Ζνα Αλγεβρικό φςτημα είναι ζνα μια πλειάδα (tuple)

(S, O), όπου S το ςφνολο τιμϊν και O το ςφνολο πράξεων

 π.χ. ({0, 1}, {+, x})

 Η Δυαδική Άλγεβρα ορίηεται ωσ (B, (+, x))

 Το πεδίο τιμϊν των μεταβλθτϊν είναι το B

 Οι πράξεισ (+, x) ζχουν τθν ςθμαςιολογία των
δόκιμων πράξεων meet και join ςε ςχζςθ ≤ και ανάγουν τθν 
Δυαδικι Άλγεβρα ςε Σχζςθ Διάταξθσ!
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Μέγιςτο Κάτω Όριο και Ελάχιςτο Πάνω Όριο

 Οριςμόσ meet, join ςε Σχζςθ ≤

 Ζνα ςτοιχείο m είναι το meet ι glb (greatest lower bound –

μζγιςτο κάτω όριο - ΜΚΟ) δυο ςτοιχείων a, b, όταν:

και 

 Αντιςτρόφωσ για το join

 Το meet των a, b αντιςτοιχεί ςτο a.b, 

ενϊ το join των a, b ςτο a + b

 Στθν Δυαδικι Άλγεβρα για όλα τα ςτοιχεία τθσ Άλγεβρασ, 
μεταβλητζσ και ςυνδυαςμοί τουσ με πράξεισ, ορίηονται 
meet, join άρα αντιςτοιχεί ςε Σχζςθ Διάταξθσ ι Πλζγμα 
(Lattice)
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Δυαδική Άλγεβρα

 Το αλγεβρικό ςφςτθμα B ορίηεται ωσ ({0, 1}, {+, .}}

 Θεμελιϊδεισ Ιδιότθτεσ
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ΙΔΙΟΣΗΣΑ ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΣΑ

Αυτοδυναμία x + x = x x . x = x

Αντιμετάκεςθ x + y = y + x x . y = y . x

Προςεταιριςμόσ x + (y + z) = (x + y) + z x . (y . z) = (x . y). z

Απορρόφθςθ x . (x + y) = x x + (x .y) = x

Επιμεριςμόσ x + (y . z) = (x + y)(x + z) x . (y + z) = (x . y)+(x . z)

Φπαρξθ Αντιςτρόφου Για κάκε Χ υπάρχει Χ’

Ουδζτερο Στοιχείο x + 0 = x x . 1 = x
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Δυαδική Άλγεβρα

 Επιπλζον Ιδιότθτεσ

 Προτεραιότθτα τελεςτϊν

 (), ‘, ., +
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ΙΔΙΟΣΗΣΑ ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΣΑ

Διπλι Άρνθςθ (x’)’ = x x . x = x

Νόμοσ De Morgan (x . y)’ = x’ + y’ (x + y)’ = x’. y’

Παράδειγμα Διάταξησ δυο Μεταβλητών
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Θεμελιώδη Θεωρήματα βάςη Σχέςησ Διάταξησ 
 Θεώρημα 1:

 Σε μια Δυαδικι Άλγεβρα: 

 Απόδειξη:

 Με αλγεβρικζσ πράξεισ: 

 Ομοίωσ για το ςυμπλθρωματικό

 Θεώρημα 2– Νόμοσ De’Morgan:

 Σε μια Δυαδικι Άλγεβρα: 

 Απόδειξη:

 Βάςθ του Θεωριματοσ 1 αποδεικνφουμε ότι 
και 

 και ομοίωσ για το αντίςτροφο
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Θεμελιώδη Θεωρήματα βάςη Σχέςησ Διάταξησ 

 Θεϊρθμα 3 – Ομοφωνία

 Σε μια Δυαδικι Άλγεβρα: 

 Απόδειξθ

 Η ςχζςθ                                               ιςχφει από τον οριςμό των 
meet και join

 Η αντίςτροφθ ιςχφει όταν
όπου: 

 Το οποίο ιςχφει!
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Παραδείγματα Απλοποίηςησ Με Ομοφωνία

 Απλοποιιςτε τισ παρακάτω εκφράςεισ
 abc + a’bd + bcd = abc + a’bd

 abc’d + c’d’e + abc’e = abc’d + c’d’e

 abe + bce + bde +ac’d’ = 

abe + be(c + d) + a(c + d)’ = 

bce + bde + ac’d’

 ab’c + bc’d + ad

 abc’d + abc + adc’ = 

abc’e + abc + adc’ + abe =

abc + adc’ + abe
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