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Σύνθετα Δίκτυα 

 

 

   com+plex: with+ -fold (having parts)  

Δηδάζθσλ – 

        Δεκήηξηνο Καηζαξόο 
 

Διάλεξη 17η 
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Σύλζεηα, δπλακηθά δίθηπα 

 

 

Complex, dynamic networks 
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Σηαηηθά ζύλζεηα δίθηπα 
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Μεξηθέο κεηξηθέο ζηα ζύλζεηα δίθηπα 

• Σπλδεζηκόηεηα & ζπληζηώζεο 

• Απόζηαζε, κέζε κήθνο κνλνπαηηνύ, νκαδνπνίεζε, 

απνηειεζκαηηθόηεηα 

• Κεληξηθόηεηεο θόκβσλ 

• Ύπαξμε θνηλνηήησλ 

 

=> Δηαδηθαζίεο ζε δίθηπα (percolation, communication, 

spreading, opinions, θ.η.ι.) 
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Χρονικά μεταβαλλόμενα δίκτυα: 

Συσσώρευση 
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Μειονεκτήματα της συσσώρευσης 

• Απώιεηα ησλ ζπζρεηίζεσλ θαη εμαξηήζεσλ ζην 

ρξόλν (temporal correlations θαη time-dependence) 

• Υπεξ-εθηίκεζε ηνπ αξηζκνύ ησλ δηαδξνκώλ θαη 

κνλνπαηηώλ (walks θαη paths) 
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Γειτνίαση: Πώς αλλάζει; 
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Γειτνίαση: Πώς αλλάζει; 
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Επαφές 

• c = (i ; j ; t; δt) είλαη κηα contact 

 

• i θαη  j είλαη δπν θόκβνη 

 

• t είλαη ν start time 

 

• δt είλαη ε contact duration 
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Πίνακας γειτνίασης 
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Πίνακας γειτνίασης σε δυναμικά δίκτυα; 
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TVG: Χρονικά Μεταβαλλόμενα 

Γραφήματα 
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Time-scales (1) 
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Time-scales (2) 
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Προσβασιμότητα 

• Από τον κόμβο 5 στον κόμβο 1 
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Προσβασιμότητα 

• Από τον κόμβο 5 στον κόμβο 1 
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Προσβασιμότητα 

• Από τον κόμβο 5 στον κόμβο 1 
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Προσβασιμότητα σε TVG 

• Έλα temporal walk από ηνλ i ζηνλ j είλαη κηα temporally 

ordered sequence από L αθκέο πνπ νδεγνύλ από ην i 

ζην j 

• Έλα temporal path είλαη έλαο temporal walk γηα ηνλ 

νπνίν θάζε θόκβν δηαζρίδεηαη κόλν κηα θνξά 

• Ο θόκβνο i είλαη temporally connected ζηνλ j εάλ 

ππάξρεη έλα temporal path πνπ νδεγεί από ηνλ i ζηνλ j 

• Σηελ πεξίπησζε απηή, ζα ιέκε όηη ν j είλαη temporally 

reachable από ηνλ i 

• Η temporal connectedness ΔΕΝ ΕΙΝΑΙ ΟΥΤΕ 

ζπκκεηξηθή ΟΥΤΕ κεηαβαηηθή 
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Node components 

Δεδομένου ενός κόμβου i, ορίζουμε: 

• Τον temporal OUT-component του i (κόμβοι j για 

τους οποίους υπάρχει ένας TW από τον i στον j) 

• Τον temporal IN-component του i (κόμβοι j για 

τους οποίους υπάρχει ένας TW από τον j στον i) 

• Την temporal strongly connected component του 

I, δηλ., κόμβοι j οι οποίοι είναι και στον IN(i) και 

στο OUT(i) 

• Οι i και j είναι strongly connected εάν το i  

IN(j) και i  OUT(j) 
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Graph components 

• strongly connected component: έλα κε θελό ζύλνιν S 

από θόκβνπο ηέηνην ώζηε i,j  S ηα i θαη j είλαη 

strongly connected 

• Affine graph: έλα ζηαηηθό γξάθεκα GG πνπ έρεη ηνπο 

ίδηνπο θόκβνπο κε ην G θαη ηέηνην ώζηε ε (i ; j) είλαη 

κηα αθκή ηνπ GG εάλ νη i θαη j είλαη strongly connected 

ζην G 

• Οη strongly connected components ηνπ G είλαη νη 

maximal-cliques ηνπ GG 

• Η εύξεζε ηεο largest strongly connected component 

ελόο TVG απαηηεί exponential time σο πξνο ηνλ αξηζκό 

ησλ αθκώλ ηνπ affine γξαθήκαηνο! 
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Μεηξηθέο θεληξηθόηεηαο γηα 

ρξνληθά κεηαβαιιόκελα 

ζύλζεηα δίθηπα 

 

 

Centrality measures for 

temporal, complex networks 
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Οξηζκόο temporal shortest path 

• Έλα temporal shortest path από ηνλ θόκβν u 

ζηνλ v γηα ην δηάζηεκα [i,j] όπνπ 0  i < j  n 

νξίδεηαη σο εθείλν ην κνλνπάηη p=ui,…,vk όπνπ 

i < k  j κε ην κήθνο ηνπ κνλνπαηηνύ |p|=mini<l  j 

δ(ui, vl) όπνπ δ(u, v) είλαη ε shortest path 

distance από ηνλ θόκβν u ζηνλ v ζε έλα ζηαηηθό 

γξάθεκα 
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Temporal shortest paths (in a directed network) 

• Τν temporal shortest path από AB ζην δηάζηεκα [0,3] 
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Temporal degree centrality 

• Ορίζουμε τον temporal degree Di,j(v) για κάποιον κόμβο 
v  σε ένα διάστημα [i,j] όπου 0  i < j  n ως τον 
κανονικοποιημένο συνολικό αριθμό incoming edges και 
outgoing edges του v στο διάστημα [i,j] 

• Εάν το δίκτυο είναι στην πραγματικότητα στατικό, τότε 
το παραπάνω άθροισμα ισούται με Σt=i

j Dt(v), όπου Dt(v) 
είναι ο βαθμός του v στο γράφημα Gt 

• Για να κάνουμε την κανονικοποίηση, διαιρούμε με 
2(|V|-1)m όπου m=j-i 

• Ο κανονικοποιημένος temporal degree είναι η μέση 
τιμή του βαθμού ενός κόμβου στην χρονοσειρά των 
εξελισσόμενων γραφημάτων 
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Temporal degree centrality 

• Ο temporal degree του κόμβου C στο διάστημα [0,3] 

είναι: 

• Incoming edges: ΑC ζην [0,1] θαη DC ζην [2,3], άξα 2 

• Outgoing edges: CA ζην [0,1] θαη C  D ζην [2,3], άξα 2 

• Συνεπώς, (in+out)/{2(|V|-1)m} = (2+2)/{2(4-1)3} = 4/18= 0.22 
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Temporal closeness centrality 

 Εάλ ιάβνπκε ππόςε κόλν ην δηάζηεκα [i,j] (εδώ ην [0,3]), νη ηηκέο ησλ 

temporal closeness όισλ ησλ θόκβσλ είλαη ίδηεο, αθνύ όια ηα temporal 

shortest paths πξνζδηνξίδνληαη θαηά ην δηάζηεκα [0,1] όηαλ ην γξάθεκα 

είλαη πιήξσο ζπλδεδεκέλν. Οη επόκελεο αιιειεπηδξάζεηο ησλ θόκβσλ ζα 

αγλνεζνύλ ζηνλ ππνινγηζκό 
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Temporal closeness centrality 
• Η temporal closeness Ci,j(v) ελόο θόκβνπ v γηα ην [i,j] όπνπ  

0i<jn είλαη ην άζξνηζκα ησλ αληηζηξόθσλ 
temporal shortest path distances πξνο όινπο ηνπο άιινπο 

θόκβνπο ηνπ V\v γηα θάζε ρξνληθό δηάζηεκα {[t,j] : i  t < j} 

• Οξίδνπκε ηελ temporal closeness ζεσξώληαο  m ρξνληθά 

δηαζηήκαηα {[t,j] : i  t < j} όπνπ m = j−i κεηαβάιινληαο ηνλ 

αξρηθό ρξόλν t θάζε ρξνληθνύ δηαζηήκαηνο από i κέρξη j−1 

αληί γηα έλα κόλν δηάζηεκα [i,j] κε αξρηθό ρξόλν i 

• Να ζεκεηώζνπκε όηη ην δηάζηεκα [i,j] ζπλεηζθέξεη ηα 

temporal shortest paths κόλν όηαλ ν αξρηθόο ρξόλνο είλαη i. 

Τα temporal shortest paths από ηνλ u ζηνλ v ζεκαίλεη ηα 

κνλνπάηηα από ηνλ ui ζηνλ vk, ν νπνίνο είλαη ν πξώηνο 

θόκβνο πνπ ζπλαληάηαη θαηά κήθνο ελόο κνλνπαηηνύ από 

ηνλ ui ζε έλαλ θόκβν ηνπ {vi+1, . . . ,vj} 
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Temporal closeness centrality 

• Όκσο, ηα temporal shortest paths από ηνλ 

θόκβν u ζηνλ v ζα αιιάδνπλ, θαζώο ν ρξόλνο 

εμειίζζεηαη 

• Επνκέλσο, επηπξόζζεηα ζηελ πεξίπησζε πνπ ν 

αξρηθόο ρξόλνο είλαη ν i, πξέπεη λα ζεσξήζνπκε 

θαη ηα temporal shortest paths από ηνλ θόκβν u 

ζηνλ v γηα ηα επηπιένλ m−1 ρξνληθά δηαζηήκαηα 

{[t,j] : i < t <j} κεηαβάιινληαο ην t από i+1 κέρξη 

j−1 γηα λα αλαιύζνπκε ηα δπλακηθά 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ temporal shortest paths 

κεηαμύ u θαη v κε πην ινγηθό ηξόπν 
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Temporal closeness centrality 

• Μαζεκαηηθά, νξίδνπκε ηελ temporal closeness centrality 

γηα θάπνηνλ θόκβν v σο εμήο: 

• Όπνπ Δt,j(v,u) είλαη ε temporal shortest path distance από 

ηνλ v ζηνλ u γηα ην δηάζηεκα [t,j].  

• Εάλ δελ ππάξρεη ηέηνην κνλνπάηη από ηνλ v ζηνλ u γηα ην 

δηάζηεκα [t,j], ηόηε ε Δt,j(v,u) νξίδεηαη σο ίζε κε ην ∞ 

• Πξνθαλώο, ζεσξνύκε όηη 1/∞ =0 

• Η temporal closeness θαλνληθνπνηείηαη δηαηξώληαο θάζε 

ηηκή closeness value κε (|V| − 1)m όπνπ m=j−i 
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Πνιππινθόηεηα ππνινγηζκνύ ηεο 

temporal closeness centrality 

• Δεδνκέλνπ ελόο κεηαβαιιόκελνπ ζην ρξόλν 

γξαθήκαηνο G πνπ παξάγεηαη από ην GDi,j=(V,Ei,j), 

νη all-pair temporal shortest path distances 

κπνξνύλ λα ππνινγηζηνύλ ζε ρξόλν O(m|V|2) κε 

δπλακηθό πξνγξακκαηηζκό κε βάζε ηελ αλαδξνκηθή 

ζρέζε Δt,j(v,u)=Δt+1,j(k,u)+1, εάν (v,k) E, αλλιώς 

Δt,j(v,u)=0 

• Έχοντας υπολογίσει τις temporal shortest path 

distances, οι τιμές των temporal closeness Ci,j(v) 

ελόο κόμβου v του V μπορεί να υπολογιστεί σε χρόνο 

O(m|V|), και άρα ο συνολικός χρόνος εκτέλεσης για 

τον υπολογισμό των temporal closeness όλων των 

κόμβων του V είναι O(m|V|2) 
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Temporal betweenness centrality 

• Δηαηζζεηηθά, ε temporal betweenness Bi,j(v) ελόο 

θόκβνπ v  V ζε έλα δηάζηεκα [i,j], 0  i < j  n, ζα 

πξέπεη λα είλαη ην άζξνηζκα ηνπ πνζνζηνύ όισλ ησλ 

temporal shortest paths δηακέζνπ ηνπ θόκβνπ v πξνο 

ην ζύλνιν ησλ temporal shortest paths κεηαμύ όισλ 

ησλ δεπγώλ θόκβσλ γηα θάζε δηάζηεκα {[t,j]:i  t < j}  

• Με ην ίδην ζθεπηηθό όπσο θαη εθείλν γηα ηνλ νξηζκό 

ηεο temporal closeness, ιακβάλνπκε ππόςε m ρξνληθά 

δηαζηήκαηα {[t,j] : i  t < j} όπνπ m = j − i αληί γηα 

έλα κόλν δηάζηεκα [i,j] 
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Temporal betweenness centrality 

• Έστω ότι με Sx,y(u,v) συμβολίζεται το σύνολο των 
temporal shortest paths από την πηγή s στον 
προορισμό d για το διάστημα [x,y] και Sx,y(s,d,v) 
είναι το υποσύνολο των Sx,y(s,d) που αποτελείται 
από εκείνα τα μονοπάτια που περιλαμβάνουν τον 
κόμβο v.  

• Τότε, η temporal betweenness centrality για τον 
κόμβο v ορίζεται ως: 

 όπνπ ζt,j(s,d) ≡ |St,j(s,d)| θαη ζt,j(s,d,v) ≡ |St,j(s,d,v)| 
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Temporal betweenness centrality 

• Η temporal betweenness θαλνληθνπνηείηαη 

δηαηξώληαο θάζε ηηκή betweenness κε (Vv
s V

v
d m) 

όπνπ m = j − i θαη Vv
s, V

v
d  V\v, ηέηνηα ώζηε 

ζt,j(s,d) > 0 γηα θάζε s  Vv
s, γηα θάζε d  Vv

d, θαη 

γηα i  t < j 

 



Τκ.ΗΜΜΥ, Παλεπηζηήκην Θεζζαιίαο 
34  

Ασκήσεις 

• Άσκηση 1. 

    Να βρεθούν οι τιμές της temporal closeness centralities 

όλων των κόμβων για το διάστημα [0,3] για το παρακάτω 

εξελισσόμενο χρονικά δίκτυο. 
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