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Μεηρικές κενηρικόηηηας 

 

Centrality measures 
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Περιεχόμενα 

Παρουσιάσαμε  

• Degree centrality (DC)  

• Shortest-Path Betweenness Centrality (SPBC) 

• Power Community Index (PCI) 

• Closeness centrality (CC) 

• Bridging centrality (BC) 

• επεκτάσεις σε κατευθυνόμενα δίκτυα 

Θα παρουσιάσουμε 

• Φασματικές κεντρικότητες 

• PageRank vector 

• Katz status index 
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PageRank κεντρικότητα 

• Φοιτητές του Stanford: Larry Page & Sergey Brin 

• Google 

• PageRank για διάταξη ιστοσελίδων 

• Αλεμάξηεηε ηνπ ππνβαιιόκελνπ εξσηήκαηνο ζηε κεραλή 

αλαδήηεζεο 
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Αλάιπζε ζπλδέζκσλ: Κεληξηθή ηδέα 

• Έλαο ζύλδεζκνο από ηελ ηζηνζειίδα p πξνο 

ηελ ηζηνζειίδα q ζεκαηνδνηεί 

επηδνθηκαζία/έγθξηζε (endorsement) 

• Η ηζηνζειίδα p ζεσξεί ηελ ηζηνζειίδα q σο απζεληία 

(authority) ζε θάπνην δήηεκα 

• Επεμεξγαζία ηνπ γξαθήκαηνο ηνπ Παγθνζκίνπ 

Ιζηνύ γηα ζπζηάζεηο (recommendations) 

• Αλάζεζε κηαο ηηκήο απζεληίαο (authority value) 

ζε θάζε ηζηνζειίδα 
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Η αρχική εξίσωση αθροίσματος 

• Το PageRank μιας σελίδας είναι το άθροισμα του 

PageRank των σελίδων που δείχνουν σ’ αυτή: 

• Το πρόβλημα με τη εξίσωση αυτή είναι 

ότι δεν ξέρουμε το PageRank των 

σελίδων που “δείχνουν” στη Pi 

• Το πρόβλημα επιλύθηκε με 

επαναληπτική διαδικασία 
• Αρχικά κάθε σελίδα έχει το ίδιο PageRank, ίσο με 1/n 

• Ακολουθούμε την παραπάνω εξίσωση επαναληπτικά 
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Η επαναληπτική διαδικασία (1/2) 

• Έστω ότι rk+1(Pi) είναι το PageRank της σελίδας Pi 

στην επανάληψη k+1: 

• Η διαδικασία ξεκινά με r0(Pi)=1/n για 

κάθε σελίδα 

• Συνεχίζεται με την ελπίδα ότι τελικά 

θα συγκλίνει 
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Η επαναληπτική διαδικασία (2/2) 

• Εφαρμόζοντας την επαναληπτική διαδικασία στο 

μικρό γράφημα αριστερά, μετά από μερικές 

επαναλήψεις έχουμε τον πίνακα δεξιά: 
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Αναπαράσταση της επανάληψης με 

πίνακα 

• Η προηγούμενες εξισώσεις υπολογίζουν το 

PageRank των σελίδων μια σελίδα κάθε φορά 

• Με χρήση πινάκων αντικαθιστούμε το σύμβολο Σ 

• Εισαγάγουμε  

• τον πίνακα H, και  

• το 1 x n διάνυσμα πΤ 

• Ο H είναι ένας row-normalized πίνακας 

υπερσυνδέσεων με Hij=1/|Pi|, εάν υπάρχει 

σύνδεσμος από τον κόμβο i στον j, αλλιώς Hij=0 

• Παρόλο που ο H έχει την ίδια μη-μηδενική δομή με 

τον δυαδικό πίνακα γειτνιάσεων, τα μη μηδενικά 

στοιχεία του H είναι πιθανότητες 
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Παράδειγμα αναπαράστασης με πίνακα 

• Τα μη-μηδενικά στοιχεία της γραμμής i αναπαριστούν 

τους εξερχόμενους συνδέσμους της σελίδας i 

• Τα μη-μηδενικά στοιχεία της στήλης i αναπαριστούν 

τους εισερχόμενους συνδέσμους στη σελίδα i 

• Η προηγούμενη εξίσωση γίνεται τώρα: 
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Επίδοση της αναπαράστασης με πίνακα 

1. Κάθε επανάληψη της προηγούμενης εξίσωσης απαιτεί 
έναν πολλαπλασιασμό, άρα O(n2) πολυπλοκότητα 

2. Ο H είναι γενικά πολύ αραιός (sparse), άρα 
• Απαιτεί μικρό αποθηκευτικό χώρο 

• Ο πολλαπλασιασμός είναι πιο οικονομικός σε σχέση με το O(n2) 

• Απαιτεί μόνο O(nnz(H)), όπου nnz(H) είναι ο αριθμός των μη-
μηδενικών 

• Μετρήσεις δείχνουν ότι το nnz(H) ~ 10n 

• Άρα υπολογιστικό κόστος της τάξης O(n) 

3. Η επαναληπτική διαδικασία είναι απλά μια linear 
stationary process: είναι η κλασική power method 
πάνω στον H 

4. O H μοιάζει με στοχαστικό πίνακα πιθανοτήτων 
μετάβασης, όμως είναι substochastic, γιατί υπάρχουν 
dangling nodes, δηλ., χωρίς εξερχόμενους συνδέσμους 
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Προβλήματα της επαναληπτικής 

διαδικασίας 

• Θα συγκλίνει; 

• Κάτω από ποιες προϋποθέσεις ή ιδιότητες του H 

θα συγκλίνει; 

• Θα συγκλίνει σε κάτι που έχει 

“μαθηματικό”νόημα; 

• Θα συγκλίνει σε ένα ή περισσότερα διανύσματα; 

• Η σύγκλιση εξαρτάται από το αρχικό διάνυσμα 

π(0)Τ; 

• Πόσο γρήγορα θα συγκλίνει; 
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Προβλήματα της επαναληπτικής 

διαδικασίας 

• Αρχικά, η επαναληπτική διαδικασία ξεκίνησε με 

π(0)Τ=1/neΤ (όπου eΤ είναι διάνυσμα-γραμμή με όλα 1) 

•  Προέκυψε το πρόβλημα της καταβόθρας (rank sinks) 

• σελίδες που αυξάνουν συνεχώς το PageRank τους 

• Στο παρακάτω παράδειγμα το κόμβος 3, ενώ στο προηγούμενο 

παράδειγμα η ομάδα των κόμβων 4, 5, και 6 

• Μετά από 13 επαναλήψεις, π(13)Τ=(0  0  0  2/3  1/3  1/5) 
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Προβλήματα της επαναληπτικής 

διαδικασίας 

• Επίσης, καθώς οι κόμβοι αυξάνουν συνεχώς το 

PageRank τους, μερικοί δεν έχουν καθόλου 

• Τότε, ποιο είναι το νόημα της ταξινόμησης με βάση το 

PageRank, όταν η πλειονότητα έχει PageRank ίσο με 0; 

• Υπάρχει το πρόβλημα των κύκλων 

• Εάν, ξεκινήσουμε με π(0)Τ=(1  0), 

καταλήγουμε σε ατέρμονη διαδικασία 
• Στο διάνυσμα π(k)Τ=(1  0) για άρτιο k 

• Στο διάνυσμα π(k)Τ=(0  1) για περιττό k 
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Υπενθύμιση εννοιών Markov chains 

• Με οποιοδήποτε διάνυσμα ξεκινήσουμε, όταν εφαρμοστεί η 

power method σε έναν Markov πίνακα P, συγκλίνει σε ένα 

μοναδικό θετικό διάνυσμα, το οποίο αποκαλείται 

stationary vector 

• Προϋποθέσεις σύγκλισης 

• O P είναι stochastic: οι γραμμές αθροίζουν στο “1” 

• O P είναι irreducible: το υποκείμενο γράφημα είναι “strongly-connected” 

• O P είναι aperiodic: για οποιεσδήποτε σελίδες Pi και Pj υπάρχουν μονοπάτια 

από την Pi στην Pj (με οποιεσδήποτε επαναλήψεις) οποιουδήποτε μήκους, εκτός από 

ένα πεπερασμένο σύνολο μηκών 

• Irreducible + aperiodic = primitive (πρωτογενής) 

• Τα προβλήματα σύγκλισης του PageRank θα ξεπεραστούν 

εάν ο H τροποποιηθεί, ώστε να ικανοποιεί τις παραπάνω 

προϋποθέσεις 
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Πρώιμες προσαρμογές στο βασικό 

μοντέλο 

• Οι Sergey Brin και Lawrence Page δεν 

χρησιμοποίησαν την έννοια της Markov chain, 

αλλά την έννοια του random surfer 

• Μετά από “άπειρο χρόνο ταξιδιού”, το ποσοστό του 

χρόνου που ο random surfer περνά σε μια σελίδα 

είναι ένα μέτρο της σημαντικότητας της σελίδας 

• Δυστυχώς, υπάρχουν παγίδες για τον random 

surfer 

• pdf 

• image 

• data tables 
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Προσαρμογή στοχαστικότητας (1/2) 

• Οι γραμμές 0T του Η αντικαθίστανται με 1/neT 

• Άρα ο random surfer, όταν συναντήσει έναν dangling 

node μπορεί από κει να μεταβεί σε οποιαδήποτε άλλη 

σελίδα 

• Τον στοχαστικό πίνακα που προέκυψε από τον H τον 

συμβολίζουμε με S 

• Για το γράφημα με τους 6 κόμβους είναι ο παρακάτω: 
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Προσαρμογή στοχαστικότητας (2/2) 

• Ο S παράγεται από μια rank-one update του H 

• S = Η + a(1/neT) 

• ai = 1 εάν η σελίδα i είναι dangling node 

• ai = 0 εάν η σελίδα i δεν είναι dangling node 

• O S είναι συνδυασμός του αρχικού Η με τον rank-

one πίνακα a(1/neT) 

• Η προσαρμογή αυτή εγγυάται ότι ο S είναι πίνακας 

μιας Markov chain 

• Δεν εγγυάται όμως τη σύγκλιση 
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Προσαρμογή πρωτογένειας (1/2) 

• Ο random surfer δεν ακολουθεί πάντα 
υπερσυνδέσμους 

• Εγκαταλείπει την πλοήγηση και μεταβαίνει σε ένα 
“τυχαίο” URL 

• “Τηλεμεταφέρεται” (teleportation step) και 
ξεκινά ξανά την πλοήγηση 

• Προκύπτει ο πίνακας G, Google matrix  

G = αS + (1-α)1/neeT 
• α (ελληνικό άλφα) έχει τιμή μεταξύ 0 και 1, και 

ελέγχει το ποσοστό του χρόνου που random surfer 
ακολουθεί υπερσυνδέσμους ή τηλεμεταφέρεται 

• Η τελεμεταφορά είναι τυχαία, γιατί ο πίνακας 

τηλεμεταφοράς  E=1/neeT  είναι ομοιόμορφος 
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Συνέπειες της προσαρμογής 

πρωτογένειας 

• Ο G είναι stochastic: κυρτός συνδυασμός δυο 

στοχαστικών πινάκων S και E  

• Ο G είναι irreducible: κάθε σελίδα συνδέεται 

άμεσα με κάθε άλλη 

• Ο G είναι aperiodic: οι βρόχοι (Gii > 0 για κάθε i) 

δημιουργούν aperiodicity 

• Ο G είναι primitive: επειδή Gk > 0 για κάποιο k 

(για k=1) 

• Υπάρχει ένα μοναδικό πΤ και όταν εφαρμόσουμε την 

power method στον G, θα συγκλίνει σ’ αυτό 
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Συνέπειες της προσαρμογής 

πρωτογένειας 

• Ο G είναι πολύ πυκνός, ευτυχώς μπορεί να 

γραφεί ως rank-one update του πολύ αραιού  

πίνακα υπερσυνδέσμων H 

• Ο G είναι τεχνητός 
• Το stationary vector δεν υπάρχει για τον H 

• Αλλά υπάρχει για τον G 
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Σύμβολα 

• H: πολύ αραιός, substochastic πίνακας 

υπερσυνδέσμων 

• S: αραιός, στοχαστικός, πιθανώς reducible πίνακας 

• G: τελείως πυκνός, στοχαστικός, πρωτογενής πίνακας 

• E: τελείως πυκνός, rank-one πίνακας τηλεμεταφοράς 

• n: αριθμός σελίδων στη μηχανή της Google 

• α: παράμετρος μεταξύ 0 και 1 

• πΤ: stationary row vector, PageRank διάνυσμα 

• aΤ: δυαδικό διάνυσμα dangling nodes 
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Η μέθοδος του PageRank 

που είναι απλά η power method εφαρμοζόμενη στον G 
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Το παράδειγμα γραφήματος με 6 

κόμβους 
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Υπολογισμός του διανύσματος 

PageRank 

• Το πρόβλημα μπορεί να περιγραφεί με δυο τρόπους 

• Επίλυση του παρακάτω προβλήματος ιδιοδιανυσμάτων του πΤ 

 

• Επίλυση του γραμμικού ομογενούς συστήματος για το πΤ 
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Υπολογισμός του διανύσματος 

PageRank 

• Στο πρώτο σύστημα, ο στόχος είναι να βρεθεί το 

κανονικοποιημένο κυρίαρχο αριστερό ιδιοδιάνυσμα 

που αντιστοιχεί στην κυρίαρχη ιδιοτιμή λ1=1 

• Στο δεύτερο σύστημα ο στόχος είναι να βρεθεί το 

κανονικοποιημένο αριστερό null vector του (I-G) 

• Η εξίσωση κανονικοποίσης υπάρχει για να 

εγγυηθεί ότι το πΤ είναι διάνυσμα πιθανοτήτων 
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Power method υπολογισμού του 

PageRank 

• Είναι η παλιότερη και απλούστερη μέθοδος 

εύρεσης της κυρίαρχης (dominant) ιδιοτιμής και 

ιδιοδιανύσματος ενός πίνακα 

• Άρα μπορεί να χρησιμοποιηθεί για εύρεση του 

stationary vector μιας Markov chain 

• To stationary vector είναι απλά το κυρίαρχο αριστερό 

ιδιοδιάνυσμα 

• Είναι εξαιρετικά αργή μέθοδος, μεταξύ των Gauss-

Seidel, Jacobi, restarted GMRES 

• Γιατί χρησιμοποιήθηκε; 
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Power method υπολογισμού του 

PageRank 

• Είναι προγραμματιστικά απλή 

• Εφαρμοζόμενη στον G μπορεί να γραφεί ως 

εφαρμογή στον πολύ αραιό H  

 

• Εκτελείται πάνω στον Η και όχι πάνω 

στους S ή G 

• Αποθηκεύονται μόνο οι a, e 
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Power method υπολογισμού του 

PageRank 

• Οι άλλες μέθοδοι αναγκάζονται να προσπελάσουν 

τα στοιχεία του πίνακα, ενώ η power method μόνο 

διαμέσου του πολλαπλασιασμού διανύσματος-

πίνακα 

• Εκτός από την αποθήκευση του H και a απαιτεί 

μόνο την αποθήκευση του πΤ και όχι πολλαπλά 

διανύσματα όπως οι άλλες μέθοδοι 

• Απαιτεί πολύ λίγες επαναλήψεις για να επιτευχθεί 

η σύγκλιση 

• 50-100 

• Το ερώτημα που προκύπτει είναι από ποιο/ποιους 

παράγοντες εξαρτάται/καθορίζεται η σύγκλιση 
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Ρπζκόο ζύγθιηζεο (1/2) 

• Ο αζπκπησηηθόο ξπζκόο ζύγθιηζεο ηεο power method 

όηαλ εθαξκόδεηαη ζε θάπνην Markov πίλαθα εμαξηάηαη από 

ην θιάζκα ησλ δπν ηδηνηηκώλ πνπ έρνπλ ην κεγαιύηεξν 

κέγεζνο, ι1, ι2 

• Γηα ηνπο ζηνραζηηθνύο πίλαθεο, όπσο ν G, ηζρύεη όηη ι1 =1 

• Άξα ε ζύγθιηζε εμαξηάηαη από ηελ ηηκή ηνπ ι2 

• Επεηδή ν G είλαη πξσηνγελήο, ηζρύεη όηη |ι2|<1 

• Η εύξεζε ηνπ είλαη ρξνλνβόξα, νπόηε δελ είλαη θξόληκν λα 

ζπαηαιήζνπκε πόξνπο γηα λα έρνπκε κηα εθηίκεζε ηνπ 

ξπζκνύ ζύγθιηζεο 
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Ρπζκόο ζύγθιηζεο (2/2) 

• ηηο επόκελεο δηαθάλεηεο ζα δείμνπκε όηη εάλ νη 

ηδηνηηκέο ηνπ S είλαη ζ(S)={1,κ2,κ3,κn} θαη ηνπ G είλαη 

ζ(G)={1,ι2,ι3,ιn}, ηόηε 

ιk= ακk  k=2,3,…n 
• Η δνκή ηνπ Παγθνζκίνπ Ιζηνύ είλαη ηέηνηα πνπ θαζηζηά 

πνιύ πηζαλό λα ηζρύεη όηη |κ2| =1 (ή |κ2| ≈ 1) 

• Άξα ι2(G)=α    (ή  ι2(G) ≈ α ) 

• Με α=.85, ζεκαίλεη όηη κεηά από 50 επαλαιήςεηο 

α50=.8550 ≈ .000296, δει., 2-3 ζέζεηο αθξίβεηαο πνπ 

είλαη αξθεηά ηθαλνπνηεηηθέο όηαλ ην ranking 

ζπλδπάδεηαη κε ην πεξηερόκελν 
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Απξόζκελε εθαξκνγή ηνπ PageRank 
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Μέηξεζε κνλνπαηηώλ – Katz status index 

• Η ζεκαληηθόηεηα ελόο θόκβνπ κεηξηέηαη κε ην 

weighted άζξνηζκα ησλ κνλνπαηηώλ πνπ 

νδεγνύλ ζ’ απηόλ ηνλ θόκβνs 

• Am[i,j] = αξηζκόο κνλνπαηηώλ κε κήθνο m από 

ηνλ θόκβν i ζηνλ j 

• Υπνινγηζκόο 

 

• πγθιίλεη όηαλ b < ι1(A) 

• Δηαηάζζνπκε ηνπο θόκβνπο ζύκθσλα κε ηα 

αζξνίζκαηα ζηήιεο ηνπ πίλαθα P 

  Ib AIAbAbb AP
1mm22 






Τμ. ΗΜΜΥ, Πανεπιζηήμιο Θεζζαλίας 
34  

Κεληξηθόηεηα Katz  

• Γηα ηνλ θόκβν i: 

• Ωο δηάλπζκα γηα όινπο ηνπο θόκβνπο: 
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Οικογένειες μετρικών κεντρικότητας 
(ενδεικτικά) 

Centrality metrics 

Degree-based Geodesic-based 

Shortest-Path 

Betweenness 

Closeness 

Bridging 

Power Community 

Index 
Spectral 

Katz status index 

Influence-based 

HITS 

PageRank 

Degree 

Percolation Control 

Stress 

Information Bonacich 
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Ασκήσεις 

• Άσκηση 1. 

    Να βρεθεί η PageRank τιμή (με τηλεμεταφορά) των 

κόμβων του κάτωθι γραφήματος. 
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Ασκήσεις 

Άσκηση 2. 

    Να βρεθεί η τιμή PageRank του κεντρικού κόμβου 

συναρτήσει του damping factor α και της γεωδεσικής 

απόστασης γi των κόμβων από τον κεντρικό κόμβο. 

Λύση. 
PageRank κόμβων με μπλε κύκλο (χωρίς incoming link):  x=1-α 

PageRank κόμβων με πράσινο κύκλο: y= 1-α2 

PageRank κόμβων με κόκκινο κύκλο: z= (1-α) (1+α)2 

PageRank κόμβων με κίτρινο κύκλο: w= (1-α) (2α+1) 

PageRank κόμβων με μωβ κύκλο: v= (1-α) (2α2+α+1) 

PageRank κόμβων με πορτοκαλί κύκλο: u= (1-α) (α2+3α+1) 

 

PageRank κεντρικού κόμβου= α(2v+2z+u)+(1-α)= …..= (1-α) (7α3+9α2+5α+1) 

Παρατηρήστε ότι υπάρχουν: 

• 7 κόμβοι σε απόσταση γ3=3 hops (7 μπλε) 

• 9 κόμβοι σε απόσταση γ2=2 hops (οι 2 κίτρινοι, οι 3 πράσινοι, και 4 μπλε) 

• 5 κόμβοι σε απόσταση γ1=1 hop (οι 2 μωβ, οι 2 κόκκινοι, και ο πορτοκαλί) 

• 1 κόμβος σε απόσταση γ0=0 hops (ο κεντρικός) 

PageRank(κεντρικού_κόμβου)= (1-α) (7αγ3+9αγ2+5αγ1+αγ0) 


