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Σύνθετα Δίκτςα 

 

 

   com+plex: with+ -fold (having parts)  

Διδάζκων – 

        Δημήηριος Καηζαρός 

 
          

 
 

Διάλεξη 4η 
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Δσναμο-νόμοι 

 

Power-laws 
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Η θαηαλνκή ηνπ δπλακν-λόκνπ 

• Τα πεξηζζόηεξα δίθηπα ηνπ πξαγκαηηθνύ θόζκνπ 
ππαθνύνπλ ζε θάπνηνλ “δπλακν-λόκν” γηα ηε 
ζπλδεζκηθόηεηα ησλ θόκβσλ 

• Όπσο είδακε, κηα θαηαλνκή πηζαλόηεηαο είλαη 
“δπλακν-λόκνο” εάλ  
• Η πηζαλόηεηα P(k) όηη κηα δεδνκέλε κεηαβιεηή k έρεη 

ζπγθεθξηκέλε ηηκή 

• Φζίλεη αλάινγα πξνο ην k εηο ηελ - , όπνπ  είλαη 
θάπνηα ζηαζεξά 

• Γηα ηα δίθηπα, απηό ππνλνεί όηη 
• Η πηζαλόηεηα θάπνηνπ θόκβνπ λα έρεη k ζπλδέζεηο 

• Είλαη αλάινγε ηνπ k- 

  kkP )(
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Δπλακν-λόκνο vs. εθζεηηθή θαηαλνκή  

P(k) 

k 
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Η καηανομή ηοσ 
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0 

15 25 
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Δπλακν-λόκνο vs. εθζεηηθή θαηαλνκή 

Log(P(k)) 

Log(k) 
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Η παρηά νπξά 

• Η θαηαλνκή ηνπ δπλακν-λόκνπ ππνλνεί “infinite variance” 
• Τν εκβαδόλ ησλ “κεγάισλ ks” ζε κηα εθζεηηθή θαηαλνκή ηείλεη ζην 

κεδέλ όηαλ k∞ 

• Απηό δελ ηζρύεη γηα ηελ θαηαλνκή ελόο δπλακν-λόκνπ, ππνλνώληαο 
infinite variance 

• Η νπξά ηεο θαηαλνκήο έρεη αμία!!! 

• Με άιια ιόγηα, ν δπλακν-λόκνο ππνλνεί όηη 
• Η πηζαλόηεηα λα έρνπκε ζηνηρεία πνιύ καθξηά από ηνλ κέζν όξν 

δελ είλαη ακειεηέα 

• Όπσο ιέκε, “ … νη κεγάινη αξηζκνί κεηξάλε” 

• Φξεζηκνπνηώληαο κηα εθζεηηθή θαηαλνκή 
• Η πηζαλόηεηα κηα Web page λα έρεη πεξηζζόηεξνπο από 100 

εηζεξρόκελνπο ζπλδέζκνπο, εμεηάδνληαο ηνλ κέζν αξηζκό 
ζπλδέζκσλ αλά ζειίδα, ζα ήηαλ κηθξόηεξε από 1-20 

• Τν νπνίν αληηθξνύεη ην γεγνλόο όηη γλσξίδνπκε πνιιά “well 
linked” sites … 
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Ο θαλόλαο ηνπ 20-80 

• Examples 

• The 20% of the Web sites gests the 80% of the visits (actual data: 15%-

85%)  

• The 20% of the Internet routers handles the 80% of the total Internet 

traffic 

• The 20% of world industries hold the 80% of the world’s income 

• The 20% of the world population consumes the 80% of the world’s 

resources 

• The 20% of the Italian population holds the 80% of the lands (that was 

true before the Mussolini fascist regime, when lands re-distribution 

occurred) 

• The 20% of the earthquakes caused the 80% of the victims 

• The 20% of the rivers in the world carry the 80% of the total sweet water  

• The 20% of the proteins handles the 80% of the most critical metabolic 

processes 

• Does this derive from the power law distribution? YES! 
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Τα κπζηηθά ηνπ 20-80 

1 

0,1 

0,01 

0,001 

1 10 100 
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1000 10000 

20% 

80% 

1 10 100 1000 10000 k 

k 

• To 20% ηνπ 
πιεζπζκνύ 
• Θπκεζείηε όηη ην 

εκβαδόλ αλαπαξηζηά 
ηνλ πιεζπζκό ηεο 
θαηαλνκήο 

• Παίξλεη ην 80% ησλ 
πόξσλ 
• Σηελ πξαγκαηηθόηεηα, 

κπνξεί λα βξεζεί όηη ην 
πνζό ησλ πόξσλ (δει., 
ην πνζό ησλ 
ζπλδέζεσλ ηνπ 
δηθηύνπ) είλαη ην 
νινθιήξσκα ηνπ 
P(k)*k, ην νπνίν είλαη 
ζρεδόλ γξακκηθό 
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Hubs (Πλήμνες) θαη connectors 

• Τα δίθηπα άλεπ θιίκαθαο πεξηέρνπλ θόκβνπο, νη 
νπνίνη 
• Λεηηνπξγνύλ σο hubs, δει., σο ζεκεία ζηα νπνία 

ζπλδένληαη νη πεξηζζόηεξνη ππόινηπνη θόκβνη 

• Λεηηνπξγνύλ σο connectors, δει., θόκβνη πνπ 
ζπλεηζθέξνπλ ηα κέγηζηα ζην λα θξαηνύλ έλα κεγάιν 
κέξνο ηνπ δηθηύνπ ζπλδεδεκέλν 

• Υπάξρνπλ “κηθξόηεξνη θόκβνη” πνπ ιεηηνπξγνύλ σο 
hubs ή connectors γηα ηνπηθά κέξε-ηκήκαηα ηνπ 
δηθηύνπ 

• Απηό κπνξεί λα έρεη ζνβαξέο επηπηώζεηο, όπσο 
ζα δνύκε ζηε ζπλέρεηα ησλ δηαιέμεσλ 
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Τα “scale-free” δίθηπα (άλεπ θιίκαθαο) 

• Γηαηί ηα δίθηπα ησλ νπνίσλ νη 
ζπλδέζεηο ππαθνύνπλ ζε θαηαλνκή 
δπλακν-λόκνπ απνθαινύληαη άνεσ 
κλίμακας (“scale free”)? 
• Σε όπνηα θιίκαθα θαη εάλ ηα 

παξαηεξήζνπκε … 

• Τν δίθηπν κνηάδεη ην ίδην, δει., 
κνηάδεη ίδην κε ηνλ εαπηό ηνπ 

• Όιεο νη ηδηόηεηεο ηνπ δηθηύνπ 
δηαηεξνύληαη αλεμάξηεηα ηεο 
θιίκαθαο 

• Εηδηθόηεξα: 
• Εάλ “θόςνπκε” θάπνηεο 

ιεπηνκέξεηεο ηνπ δηθηύνπ – 
δηαγξάθνληαο ηνπ θόκβνπο κε ιίγεο 
ζπλδέζεηο – ην δίθηπν ζα 
δηαηεξήζεη ηε δνκή ηνπ ςο δπλακν-
λόκνο 

• Εάλ ζεσξήζνπκε έλα ππν-ηκήκα 
ηνπ δηθηύνπ, ζα έρεη ηελ ίδηα δνκή 
κε ην ζπλνιηθό δίθηπν 
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1 10 100 1000 10000 k 
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Πώο κνηάδνπλ ηα scale-free δίθηπα; 

Δίκησο 
caches 
ηοσ 
Παγκοζμίοσ 
Ιζηού 
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Πώο κνηάδνπλ ηα scale-free δίθηπα; 

Δίκησο 
Πρωηεϊνών 
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Πώο κνηάδνπλ ηα scale-free δίθηπα; 

Οι 
δρομολογηηές 
ηοσ 
Διαδικηύοσ 
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Fractals θαη scale-free δίθηπα 

• Η θύζε βξίζεη “fractal αληηθεηκέλσλ” 

• Ο όξνο fractal (απην-όκνηνο) πεγάδεη από ην γεγνλόο όηη 
δελ έρνπλ αθέξαηα δηάζηαζε 
• Τα 2-d αληηθείκελα έρνπλ θάπνην κέγεζνο “size” (δει., κηα 

επηθάλεηα) ε νπνία θιηκαθώλεηαη κε ην ηεηξάγσλν ηνπ γξακκηθνύ 
κεγέζνπο A=kL2 

• Τα 3-d αληηθείκελα έρνπλ θάπνην κέγεζνο “size” (δει., θάπνηνλ 
όγθν) ν νπνίνο θιηκαθώλεηαη κε ηνλ θύβν ηνπ γξακκηθνύ κεγέζνπο 
V=kL3 

• Τα fractal αληηθείκελα έρνπλ θάπνην κέγεζνο “size” ην νπνίν 
θιηκαθώλεηαη κε θάπνην θιάζκα/ηα ηνπ γξακκηθνύ κεγέζνπο 
S=kLa/b 

• Τα fractal αληηθείκελα έρνπλ ηελ ηδηόηεηα όηη είλαη “self-
similar” ή “scale-free” 
• Η “εκθάληζή” ηνπο είλαη αλεμάξηεηε από ηελ θιίκαθα ηεο 

παξαηήξεζεο 

• Είλαη όκνηα πξνο ηνλ εαπηό ηνπο αλεμάξηεηα από ην εάλ ηα 
παξαηεξνύκε από θνληά ή καθξηά 

• Δειαδή, είλαη άλεπ θιίκαθαο (scale-free) 
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Παξαδείγκαηα fractals 

• Koch snowflake 

 

 

• Mandelbrot set 

 

 

• Julia set 

 

• Τα δίκησα άνεσ κλίμακας είναι fractals? 
 Ναη, ζηελ πξαγκαηηθόηεηα: 

 Είλαη ηα ίδηα, ζε όπνηα δηάζηαζε θαη αλ ηα παξαηεξνύκε 
 Επίζεο, ην γεγνλόο όηη κεγαιώλνπλ ζύκθσλα κε θάπνηνλ δπλακν-λόκν 

κπνξνύλ λα ζεσξεζνύλ σο κηα κνξθή fractal δηάζηαζεο ηνπ δηθηύνπ … 
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Δίκησα μικρού κόζμοσ 

 

Small-world networks 
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• Εντόπισε μικρές (short) αλυσίδες γνωριμιών 
μεταξύ ζευγών ανθρώπων στις Η.Π.Α., 
συνδέοντας ανθρώπους που ο ένας δεν 
γνώριζε τον άλλο; 
• Πρόσωπο-πηγή στη Nebraska 

• Πρόσωπο-προορισμός στην Massachusetts. 

• Αποστολή μηνύματος με προώθηση προς 
ανθρώπους που τους γνώριζαν προσωπικά (που 
εικάζανε ότι ήταν “κοντινοί ”στο πρόσωπο-
προορισμός 

• Μέσο μήκος αλυσίδας (για όσες 
τερματίστηκαν) ήταν μεταξύ 5 και 6 βήματα 

• Η αρχή “six degrees of separation” 

Το πείραμα του Milgram 
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In Facebook … 

• http://techxplore.com/news/2016-02-facebook-blog-degrees.html 

• Το 2011, ερευνητές από το Cornell, το Università degli Studi di Milano, και το 

Facebook υπολόγισαν την μέση απόσταση για 721 εκατομύρια χρήστες του 

Facebook, και την βρήκαν ίση με 3.74 

• Το 2016, με διπλάσιο αριθμό χρηστών, το δίκτυο είναι καλύτερα 

διασυνδεδεμένο, και η απόσταση μίκρυνε. Βρέθηκε ίση με 3.57 
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Η ορθή ερώτηση 

• ΓΙΑΤΙ υπάρχουν μικρές αλυσίδες γνωριμιών 

συνδέοντας τυχαία ζεύγη αγνώστων μεταξύ τους 

προσώπων;;; 

 

• ή, καλύτερα 

 

• Γιατί μας εκπλήσσει αυτή η παρατήρηση; 
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Τυχαία (random) δίκτυα 

• Σε ένα τυχαίο (random) δίκτυο, εάν καθένας 

μας έχει 100 φίλους κατανεμημένους τυχαία 

στον παγκόσμιο πληθυσμό, αυτό δεν είναι 

παράξενο 

• Σε 6 hops, θα φτάναμε σε 1006 (=1012) 

ανθρώπους - ένα million million >> 6,000 

million (παγκόσμιος πληθυσμός) 

 

• ΑΛΛΑ: τα κοινωνικά μας δίκτυα τείνουν να 

είναι ομαδοποιημένα (clustered) 
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Τυχαία vs. δίκτυα δυναμο-νόμου 

pk = k-α 
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Τα κοινωνικά δίκτυα 

• Όχι τυχαία 

• Αλλά clustered 

• Οι περισσότεροι των φίλων μας προέρχονται από 
την γεωγραφική ή επαγγελματική μας γειτονιά 

• Οι φίλοι μας τείνουν να έχουν τους ίδιους φίλους 

 

ΑΛΛΑ 

• Παρά το ότι τα κοινωνικά μας δίκτυα τείνουν να 
είναι clustered, φαίνεται ότι υπάρχουν σύντομα 
(μικρά, short) μονοπάτια μεταξύ τυχαίων 
κόμβων 
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• Τύποι δικτύων 

• Κανονικά (Regular) 

• Τυχαία (Random) 

• Πραγματικά (Natural) 

 

• Μέγεθος:  # κόμβων 

• Αριθμός συνδέσεων:  

• Μέρος όρος & κατανομή 

• Επιλογή των γειτόνων 

Παράμετροι ενός δικτύου 
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STAR TREE 

GRID 

BUS RING 

Τοπολογίες κανονικών (regular) 

δικτύων 



Τμ. ΗΜΜΥ, Πανεπιζηήμιο Θεζζαλίας 
25  

Συνδεσιμότητα σε τυχαία δίκτυα 

• Οι κόμβοι συνδέονται με συνδέσεις με εντελώς 

τυχαίο τρόπο 

• Πόσο μεγάλη είναι η μεγαλύτερη 

συνιστώσα(component)? (ως ποσοστό του 

αριθμού όλων των κόμβων) 

• Εξαρτάται από τον αριθμό των συνδέσεων ανά κόμβο 

(Erdös, Rényi 1959) 
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Small-World δίκτυα 

• Τυχαία ανα-καλωδίωση (random rewiring) του κανονικού 

γραφήματος (είναι το small-world μοντέλο των Watts and 

Strogatz)  

• Με πιθανότητα p (ή ) rewire κάθε σύνδεσμο του regular graph σε 

έναν τυχαία επιλεγμένο κόμβο 

• Το προκύπτον γράφημα έχει ιδιότητες και των regular και των 

random γραφημάτων 

• Υψηλό clustering και μικρό path length 



Τμ. ΗΜΜΥ, Πανεπιζηήμιο Θεζζαλίας 
27  

Μετρικές δικτύου 

• Η Συνδεσιμότητα (connectivity) δεν είναι η 
κύρια μετρική 

• Characteristic Path Length (L) : 
• Το μέσο μήκος από το σύνολο των συντομοτέρων 

μονοπατιών που συνδέει κάθε ζεύγος κόμβων 

• Clustering Coefficient (C) είναι μια μετρική 
της τοπικής αλληλοσύνδεσης 
• Εάν ο κόμβος i έχει ki άμεσους γείτονες, Ci, είναι το 

κλάσμα των συνολικών δυνατών ki*(ki-1) / 2 
συνδέσεων που μπορεί να υπάρξουν μεταξύ των 
γειτόνων του i.  Το C είναι απλά ο μέσος όρος των Ci.  

• Διάμετρος: το μήκος του μακρύτερου από τα 
συντομότερα μονοπάτια 
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Μ.Ο. ζσνδέζεων ανά κόμβο 

Διάμεηρος 

Αριθμός ζσνδέζεων 

ποσ απαιηούνηαι για 

πλήρη ζσνδεζμολογία 

μερικές, clustered 

 Random  Regular 

λιγόηερες, spread 

μεγάλη μέηρια 

πολλές λιγόηερες (<2/3) 

Κανονικά vs. Τυχαία δίκτυα 
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Clustering 

• Το clustering μετρά το ποσοστό των γειτόνων ενός κόμβου που είναι 
συνδεδεμένοι μεταξύ τους 

• Τα regular γραφήματα έχουν υψηλό clustering coefficient 

• Αλλά και μεγάλη διάμετρο 

• Τα random γραφήματα έχουν χαμηλό clustering coefficient 

• Αλλά μικρή διάμετρο 

• Και τα δυο μοντέλα ικανοποιούν τις ιδιότητες που αναμένονται από 
τα πραγματικά δίκτυα! 

Random Graph (k=4) 

Μικρό μήκος μονοπατιού 

• L~logkN 

Σχεδόν χωρίς clustering 

• C~k/n 

Regular Graph (k=4) 

Μακριά μονοπάτια 

• L ~ n/(2k)  

Υψηλά clustered  

• C~3/4 

Τν Base δίθηπν είλαη ν θύθινο 



Τμ. ΗΜΜΥ, Πανεπιζηήμιο Θεζζαλίας 
30  

Ο clustering coefficient ενός δικτύου 

• Δηαίζζεζε: μηα μεηνηθή ημο θαηά πόζμ μη αθμέξ είκαη “bunched up” 

• Ο ζοκηειεζηήξ μμαδμπμίεζεξ (clustering coefficient) εκόξ θόμβμο 
u: 
• Έζης k = βαζμόξ ημο u = ανηζμόξ γεηηόκςκ ημο u 

• k(k-1)/2 = max possible # αθμώκ μεηαλύ ηςκ γεηηόκςκ ημο u 

• c(u) = (πναγμαηηθόξ # αθμώκ μεηαλύ ηςκ γεηηόκςκ ημο u)/[k(k-1)/2] 

• Πμζμζηό δεογώκ γεηηόκςκ πμο είκαη επίζεξ “θίιμη” 

• 0 <= c(u) <= 1; Μεηνηθή  ηεξ cliquishness ηεξ γεηημκηάξ ημο u 

• Clustering coefficient εκόξ γναθήμαημξ G: 
• CC(G) = μέζμξ όνμξ ηςκ c(u) πάκς ζε όιμοξ ημοξ θόμβμοξ u ημο G 

 

 
k = 4 
k(k-1)/2 = 6 
c(u) = 4/6 = 0.666… 

u 
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Τι εννοούμε με τον όρο “high clustering” 

• CC(G) μεηνά πόζμ πηζακόκ είκαη μη θμνοθέξ πμο έπμοκ 
έκακ θμηκό γείημκα κα είκαη θαη γείημκεξ μεηαλύ ημοξ 

• Πνέπεη κα ζογθνίκεηαη με ημ πόζμ πηζακό είκαη κα έπμομε 
ηοπαία δεύγε θόμβςκ πμο είκαη γείημκεξ μεηαλύ ημοξ 

• Έζης p ε ποθκόηεηα αθμώκ εκόξ γναθήμαημξ G: 
 

 
• Γδώ E = ζοκμιηθόξ ανηζμόξ αθμώκ ημο G 
• Γάκ επηιέγαμε ζηεκ ηύπε έκα δεύγμξ θόμβςκ ημο G, ηόηε 

ε πηζακόηεηα όηη είκαη ζοκδεδεμέκμη είκαη αθνηβώξ p 
• Έηζη ζα ιέμε όηη ε μμαδμπμίεζε (clustering) είκαη ορειή 

εάκ CC(G) >> p 



p  E /(N(N 1)/2)
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1/(2 x 1/2) = 1 

 3/(4 x 3/2) = 1/2 

1/(2 x 1/2) = 1 2/(3 x 2/2) = 2/3 

2/(3 x 2/2) = 2/3 

C.C. = (1 + ½ + 1 + 2/3 + 2/3)/5 = 0.7666… 
p = 7/(5 x 4/2) = 0.7 
Όπη ορειά μμαδμπμηεμέκμ 

Clustering coefficient: Παράδειγμα 1 
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Clustering coefficient: Παράδειγμα 2 

• Δίθηομ: απιόξ θύθιμξ + αθμέξ ζε θόμβμοξ 2 hops μαθνηά 
ζημκ θύθιμ 

• Λόγς ζομμεηνίαξ, όιμη μη θόμβμη έπμοκ ίζμ clustering 
coefficient 

• Ο clustering coefficient εκόξ θόμβμο v: 
• Βαζμόξ ηεξ v είκαη 4, έηζη μ ανηζμόξ ηςκ δοκαηώκ αθμώκ μεηαλύ δεογώκ 

γεηηόκςκ ημο v είκαη 4 x 3/2 = 6 
• Πόζα δεύγε γεηηόκςκ ημο v είκαη πναγμαηηθά ζοκδεδεμέκα; 3 –-- μη δομ θαηά 

ηε θμνά ηςκ δεηθηώκ ημο νμιμγημύ, μη δομ ακηίζηνμθα, θαη μη άμεζμη 
“θοθιηθμί” γείημκεξ 

• Έηζη μ c.c. ημο v είκαη 3/6 = ½ 

• Σογθνίκεηε με ηε ζοκμιηθή ποθκόηεηα αθμώκ: 
• Σοκμιηθόξ ανηζμόξ αθμώκ = 2N 
• Ποθκόηεηα αθμήξ p = 2N/(N(N-1)/2) ~ 4/N 
• Καζώξ ημ N γίκεηαη μεγάιμ, ½ >> 4/N 
• Σοκεπώξ αοηό ημ θοθιηθό γνάθεμα δεκ είκαη  
 ορειά μμαδμπμηεμέκμ 
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Δηαηνέζηε ημοξ N θόμβμοξ ζε sqrt(N) 
μμάδεξ μεγέζμοξ sqrt(N) (εδώ N = 25) 
ε θάζε μηά 
Πνμζζέζηε όιεξ ηηξ ζοκδέζεηξ μέζα ζε 
θάζε μμάδα (cliques), ζοκδέζηε ημοξ 
“leaders” ζε έκακ θύθιμ 
N – sqrt(N) non-leaders έπμοκ C.C. = 1, 
έηζη ημ δίθηομ έπεη C.C.  1 θαζώξ ημ N 
γίκεηαη μεγάιμ 
Η ποθκόηεηα αθμώκ είκαη p ~ 1/sqrt(N) 

Clustering coefficient: Παράδειγμα 3 
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Συντελεστής ομαδοποίησης 

• Ο ζοκηειεζηήξ μμαδμπμίεζεξ (clustering coefficient) 
εκόξ θόμβμο u ημκ μπμίμ μνίζαμε κςνίηενα μκμμάδεηαη θαη 
ημπηθόξ ζοκηειεζηήξ μμαδμπμίεζεξ (local clustering 
coefficient) 

 

• Clustering Coefficient γηα μιόθιενμ μ δίθηομ 
• Γίδαμε ήδε ημκ ημ average των cc κάθε κόμβου 

• ΑΛΛΑ, ελίζμο δεμμθηιέξ είκαη θαη ημ network transitivity τ: 
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Τι συμβαίνει με τα κοινωνικά δίκτυα; 

Θα μπορούσε ένα δίκτυο που είναι τόσο ισχυρά 

ομαδοποιημένο σε τοπικό επίπεδο να είναι ταυτόχρονα 

και small world? 

ΝΑΙ. Δεν χρειαζόμαστε παρά μερικές τυχαίες συνδέσεις 
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Ασκήσεις 

• Άσκηση 1. 

    Για το δίκτυο παρακάτω βρείτε τον local clustering 

coefficient κάθε κόμβου και το μέσο όρο τους, καθώς και την 

network transitivity και συγκρίνετε. 

 

    Λύση. avg(cc)=0.433, netTran=0.375 

• Άσκηση 2. 

 Υπολογίστε τον clustering coefficient του δικτύου (δηλ., τον 

average clustering coefficient κάθε κόμβου) ενός (N,m) 

circle graph, δηλαδή δικτύου αποτελούμενο από N κόμβους 

που καθένας τους έχει m 1-hop γείτονες εκατέρωθέν του. 

Αυτό το δίκτυο συμβολίζεται και ως WS(n,m,p)=WS(n,m,0). 
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Ασκήσεις 

• Άσκηση 3. 

    Υπολογίστε τον clustering coefficient του δικτύου Gk που      

    εικονίζεται παρακάτω, καθώς και το όριό του όταν k. 

• Απάντηση 2.                                             Εάν k=2m: 
 
 

• Απάντηση 3. 
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Ασκήσεις 
• Άσκηση 4. 

 Βρείτε την αναλυτική σχέση μεταξύ average (localized) 

clustering coefficient και network transitivity ενός δικτύου. 
Λύση. 

Εύκολα διαπιστώνεται ότι ο αριθμός των ακμών μεταξύ των 1-hop γειτόνων ενός 

κόμβου i ταυτίζεται με τον αριθμό των τριγώνων (ni
Δ) που έχουν ως κορυφή το i. 

Ο αριθμός των τριπλετών (ni
Λ) στις οποίες συμμετέχει ο i (δηλ., βρίσκεται πάνω 

στην γωνία) στο μικρό δίκτυο που περιλαμβάνει τους 1-hop γείτονες του κόμβου 

i και τις συνδέσεις είναι: ki(ki-1)/2, όπου ki είναι ο βαθμός του κόμβου.  

Συνεπώς ο clustering coefficient του i μπορεί να οριστεί ως: cci= ni
Δ/ni

Λ 

Από τον ορισμό του network transitivity έχουμε: τ=3nΔ/nΛ  

Όμως ισχύουν τα εξής: nΔ= Σni
Δ/3 (επειδή κάθε τρίγωνο προσμετράται 3 φορές), δηλ., 

nΔ= (1/3)Σni
Δ=(1/3)Σni

Λ cci  και nΛ= Σni
Λ 

 

Συνεπώς:  

Δηλαδή, ο cc είναι ο απιθμητικόρ μέσορ ηων cci, 

ενώ ο η είναι ο βεβαπημένορ μέζος ηων cci, όποσ 

ηο βάρος για κάθε κόμβο είναι ίζο με ηον αριθμό 

ηων ηριπλεηών με κορσθή ηον κόμβο ασηόν. 



Τμ. ΗΜΜΥ, Πανεπιζηήμιο Θεζζαλίας 
40  

Ασκήσεις 
• Άσκηση 5. 

 Εκκινώντας από τον ορισμό μιας scale free συνάρτησης, 

δηλ., p(bx) = g(b)*p(x) δείξτε ότι η p(x) υπακούει σε power-

law. 
Λύση. 

Για x=1, έχουμε: p(b)=g(b)p(1) g(b)=p(b)/p(1). 

Άρα, p(bx)= p(b)*p(x)/p(1) 

Αφού αληθεύει για κάθε b, παραγωγίζοντας ως προς b, έχω: 

x*p’(bx)=[p’(b)*p(x)]/p(1), όπου p’  η παράγωγος ως προς το αντίστοιχο όρισμα 

Θέτοντας b=1, έχουμε: 

x*[dp/dx] = [p’(1)/p(1)] * p(x),  

First-order, first degree (not exact) ordinary D.E. Use of integrating factor 1/(x*p(x)) to 

turn it into Variables Separable D.E. 

Η λύσης της είναι: ln[p(x)] = [p’(1)/p(1)]*ln(x) + constant 

Θέτοντας x=1, βρίσκουμε την constant ίση με ln[p(1)] και συνεπώς: 

p(x) = p(1) x-α , όπου α= -p’(1)/p(1) 
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Ασκήσεις 

• Άσκηση 6. 

 Να δείξετε ότι η αναμενόμενη τιμή του βαθμού των κόμβων 

ενός Erdos-Renyi δικτύου ER(n,p), δηλ., αποτελούμενο από 

n κόμβους και με πυκνότητα συνδεσμολογίας p, είναι p(n-1). 

 

Άσκηση 7. 

 Να βρείτε το Characteristic Path Length (CPL) για ένα (μη 

κατευθυνόμενο, χωρίς βάρη στις ακμές) “δίκτυο γραμμή” 

(linear graph), το οποίο αποτελείται από N κόμβους  
 [Υπόδειξη. Βρείτε το CPL για μικρά δίκτυα, π.χ., με 2, 3, και 4 κόμβους, ώστε να 

αντιληφθείτε τον μαθηματικό τύπο που το υπολογίζει, και κατόπιν αποδείξτε 

την ισχύ του τύπου αυτού με μαθηματική επαγωγή.] 
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Ασκήσεις 

• Άσκηση 8. 

 Να δείξετε ότι ο clustering coefficient οποιουδήποτε ER(n,p) 

δικτύου είναι ίσος με p. 

 

• Άσκηση 9. 

 Να δείξετε ότι σε ένα Watts-Strogatz δίκτυο WS(n,k,0) (k 

άρτιο, k/2 γείτονες αριστερά και k/2 γείτονες δεξιά) το μέσο 

μήκος των συντομοτέρων μονοπατιών avg.d(u) από μια 

δεδομένη κορυφή u προς οποιαδήποτε άλλη κορυφή στο 

δίκτυο προσεγγίζεται από τον κάτωθι τύπο: 
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Λύση Άσκησης 6 
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Ασκήσεις: The Friendship paradox 

• Άσκηση 8. 

 Αποδείξτε ότι οι φίλοι σας (δηλ., 1-hop γείτονές σας) έχουν 

περισσότερους φίλους από εσάς κατά την μέση τιμή, δηλαδή 

αυτοί είναι πιο δημοφιλείς από όσο είστε εσείς!  

    Αυτό είναι γνωστόν ως Friendship paradox. 

 Λύση. 
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Ασκήσεις: The Friendship paradox 

Πρέπει να υπολογίσουμε δυο ποσότητες: 

 Τον μέσο αριθμό φίλων στο συνολικό γράφημα 

 Τον μέσο αριθμό φίλων ενός τυχαίου κόμβου του 

γραφήματος 

 

Συμβολισμοί: 

 Ένας κόμβος i έχει έναν αριθμό xi φίλων 

 Υπάρχουν συνολικά n κόμβοι 



Τμ. ΗΜΜΥ, Πανεπιζηήμιο Θεζζαλίας 
46  

Ασκήσεις: The Friendship paradox 

 Ποιος είναι ο μέσος αριθμός φίλων στο συνολικό γράφημα; 

 Απλά, προσθέτουμε τον συνολικό αριθμό φίλων, και κατόπιν 

διαιρούμε με τον συνολικό αριθμό κόμβων: 

  

 Ποιος είναι ο μέσος αριθμός φίλων των φίλων; 

 Τρικ: Για έναν συγκεκριμένο κόμβο i, πόσες φορές θα εμφανιστεί ο 

όρος xi στην τελική άθροιση; 

 Η μόνη φορά που απαιτείται να μετρήσουμε τους φίλους του κόμβου 

i είναι για τοους φίλους του κόμβου i 

 Αυτό σημαίνει ότι οι φίλοι του κόμβου i (υπάρχουν xi τέτοιοι φίλοι) 

θα συνεισφέρουν τον όρο xi στο τελικό άθροισμα. Επομένως, η τελική 

άθροιση έχει τον όρο (xi) x (xi) = xi
2 

 Επομένως: μέσος αριθμός των φίλων των φίλων=  
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Ασκήσεις: The Friendship paradox 

• Θυμηθείτε την variance μιας τυχαίας μεταβλητής: 

  

• Άρα: 

  

• Επομένως: 

  

• Δηλαδή: ο μέσος αριθμός φίλων των φίλων σας είναι ίσος με 

τον μέσο αριθμό φίλων σας συν κάποιον θετικό όρο! 
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Ασκήσεις: The Friendship paradox 

Στα social networks, η κατανομή των βαθμών ακολουθεί 

κάποιον δυναμονόμο, δηλ., υπάρχουν πλήμνες (hub 

nodes) οι οποίες αυξάνουν την variance 

Από ηο βιβλίο ηοσ Barabasi 
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Κατασκευή ER(n,p) δικτύου 

1. Ξεκινούμε με n απομονωμένους κόμβους 

2. Επιλέγουμε τυχαία ένα ζεύγος κόμβων, και 

παράγουμε έναν τυχαίο αριθμό U(0,1) 

3. Εάν ο τυχαίος αριθμός ξεπερνά το p, τότε 

δημιουργούμε την ακμή μεταξύ του ζεύγους, αλλιώς 

τούς αφήνουμε ασύνδετους 

4. Επαναλαμβάνουμε το Βήμα 2 για κάθε ένα από τα 

n(n-1)/2 ζεύγh κόμβων 
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Κατασκευή WS δικτύου 


