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Εισαγωγικά

Ένα από τα πιο ισχυρά μαθηματικά εργαλεία για την εκτέλεση ποσοτικών αναλύσεων στα δίκτυα των υπολογιστών είναι η θεωρία ουρών. Η τεχνική αυτή αναπτύχθηκε αρχικά για να αναλύσει τη στατιστική συμπεριφορά των συστημάτων μεταγωγής τηλεφώνων, αλλά από τότε έχει εφαρμοστεί επίσης σε πολλά προβλήματα της δικτύωσης υπολογιστών.

Σε πολλές εφαρμογές, ακριβές πηγές όπως υπολογιστές και γραμμές επικοινωνίας, χρησιμοποιούνται από μια ομάδα χρηστών. Οι αιτήσεις για τη χρήση αυτών, γίνονται σε τυχαίες χρονικές στιγμές, ενώ το χρονικό διάστημα που χρησιμοποιούνται είναι επίσης τυχαίο. Αναπόφευκτα λοιπόν, αιτήσεις για τη χρησιμοποίηση μιας πηγής καταφθάνουν, ενώ εκείνη είναι κατειλημμένη. Οι αιτήσεις αυτές ελέγχονται από έναν μηχανισμό πρόσβασης που συνήθως είναι μια ουρά αναμονής.

Τα συστήματα ουρών μπορούν να χρησιμοποιηθούν για τη μοντελοποίηση διεργασιών, στις οποίες οι πελάτες φτάνουν, περιμένουν τη σειρά τους για να εξυπηρετηθούν και κατόπιν αναχωρούν. Χαρακτηρίζονται 5 συνιστώσες οι οποίες είναι:

1. η συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας του χρόνου ανάμεσα στις αφίξεις 

2. η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του χρόνου εξυπηρέτησης 

3. ο αριθμός των μονάδων εξυπηρέτησης

4. ο τρόπος εξυπηρέτησης της ουράς 

5. το μέγεθος της ενδιάμεσης μνήμης της ουράς 

Η μαθηματική αναπαράσταση ενός συστήματος ουράς δίνεται με το γενικό μοντέλο:

                              FY  /  FS   / m  /  K  /  Ν  ,   όπου

FY : κατανομή χρόνου αφίξεων

FS  : κατανομή χρόνου εξυπηρέτησης  
m  : αριθμός εξυπηρετητών

K  : χωρητικότητα συστήματος 

Ν  : μέγεθος του πληθυσμού που εξυπηρετείται

Ο τρόπος εξυπηρέτησης της ουράς μπορεί να είναι:

1. FIFO ( First In First Out)

2. LIFO (Last In First Out)
3. SJF    (Shortest Job First)
4. SIRO (Service In Random Order)

5. ειδικής προτεραιότητας                        κτλ.
Η θεωρία ουρών μελετά  τη δομή και την απόδοση  αυτών των συστημάτων αναμονής, παρέχοντας τα αναγκαία εργαλεία για την εκτίμηση διάφορων παραμέτρων που τα χαρακτηρίζουν. Τέτοιοι παράμετροι είναι ο μέσος χρόνος αναμονής και εξυπηρέτησης, η διαμετακομιστική ικανότητα, η απόκριση και το ποσοστό χρήσης του συστήματος.        

Η δομή που ακολουθείται είναι η εξής :
Στο Κεφάλαιο 1 παρουσιάζονται τα βασικά μοντέλα ουρών. Αρχίζοντας από μοντέλο του ενός εξυπηρετητή Μ / Μ / 1 καταλήγουμε σε πιο σύνθετα, χρησιμοποιώντας τα συμπεράσματα από την αρχική μας μελέτη.

Στο Κεφάλαιο 2 εξετάζεται το πρόβλημα διανομής πόρων σε συστήματα. Μετά από μια ποιοτική ανάλυση, εξάγονται συμπεράσματα σε σχέση με την αποτελεσματικότητα της δομής του συστήματος ουράς και του τρόπου διαχείρισης της χωρητικότητας του συστήματος.

Το Κεφάλαιο 3 κάνει μια εισαγωγή στα κλειστά δίκτυα ουρών. Στο προηγούμενο κεφάλαιο οι ουρές  που εξετάζονται αποτελούν συστήματα με ένα είδος εξυπηρέτησης που διαθέτουν έναν ή περισσότερους servers. Στην πράξη όμως αυτό που συναντάμε είναι δίκτυα από ουρές όπου κάθε μία από αυτές παρέχει ένα διαφορετικό τύπο εξυπηρέτησης. Για παράδειγμα ένα PC διαθέτει μία CPU, μία κεντρική μνήμη, βοηθητική μνήμη, μονάδες εισόδου εξόδου κτλ. Όλοι αυτοί οι πόροι μοντελοποιούνται ως ουρές που απαρτίζουν ένα δίκτυο, στο οποίο και θέλουμε να μελετήσουμε την κίνηση των διαφόρων προγραμμάτων. 

Στο Κεφάλαιο 4 γίνεται μία παρουσίαση του μοντέλου πρόσβασης στο δίκτυο Χ.25 και στη συνέχεια εξετάζεται η γενική περίπτωση ενός δικτύου μεταγωγής μηνυμάτων. Αναλύοντας το δίκτυο επιθυμούμε να καθορίσουμε την χωρητικότητα του κάθε καναλιού ώστε να ικανοποιούνται κάποιες συνθήκες όσον αφορά την εξυπηρέτηση. 

Τέλος στο Παράρτημα γίνεται μία εκτενής αναφορά στα στοιχεία από το μάθημα των πιθανοτήτων που απαιτούνται, προκειμένου να γίνουν αντιληπτές οι έννοιες που θα παρουσιαστούν στη συνέχεια. Υπολογίζονται μέσες τιμές και διασπορές βασικών κατανομών και τα αποτελέσματα χρησιμοποιούνται στα ακόλουθα κεφάλαια. Επίσης υπολογίζονται χρήσιμες σειρές και εξετάζονται έννοιες όπως οι στοχαστικές διαδικασίες και οι αλυσίδες Μarkov, οι οποίες αποτελούν τη βάση για την μελέτη της κατάστασης των συστημάτων ουρών.
Κεφάλαιο

1

Μ / Μ / 1

Μ: Αφίξεις κατά Poisson  /  M: Εκθετικός χρόνος εξυπηρέτησης  / 1 εξυπηρετητής
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Ο χρόνος παραμονής (καθυστέρηση) Τ στο σύστημα (queue + server), θα ισούται με το άθροισμα του χρόνου αναμονής στην ουρά Τq και του χρόνου εξυπηρέτησης  στον server τ:       

                                         T = Tq + τ
Oι αφίξεις μοντελοποιούνται από μια διαδικασία Poisson και η πιθανότητα ο αριθμός των αφίξεων Ν(t) κατά τη διάρκεια ενός διαστήματος διάρκειας t να είναι k δίνεται ως εξής: 
                         Pk   =   P [ Ν(t)  = k ]   =  
[image: image2.wmf]!

)

(

k

t

e

k

t

l

l

-

  

· Mέσος αριθμός αφίξεων
        Ε[ k ]  =   
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· Mέσος χρόνος μεταξύ των αφίξεων

Ο χρόνος ανάμεσα στα μεσοδιαστήματα των αφίξεων s, αποτελεί μια τυχαία μεταβλητή, η οποία ακολουθεί την εκθετική κατανομή

                   f (s) = λe-λs  ,  s ≥ 0

και έχει μέση τιμή:

              E[s]  =  
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· Mέσος χρόνος εξυπηρέτησης 

Υποθέτουμε ότι ο server έχει σταθερή χωρητικότητα και συνίσταται σε ένα σύνδεσμο που εξυπηρετεί τα μηνύματα. Ο χρόνος εξυπηρέτησης ενός μηνύματος εξαρτάται από το μέγεθος του μηνύματος και τη χωρητικότητα του συνδέσμου. Έστω ότι το μέγεθος ενός μηνύματος είναι μια συνεχής τυχαία μεταβλητή r που ακολουθεί εκθετική κατανομή, με συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας : 

                     f(r) = μe-μr  ,  r ≥ 0              
Το μέσο μέγεθος ενός  μηνύματος  θα είναι: 

                        E[ r ]  =  
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Σημείωση : Το μήκος του μηνύματος είναι συνήθως μια διακριτή κι όχι μια συνεχής μεταβλητή. Χρησιμοποιούμε συνεχή μεταβλητή σαν πρώτη προσέγγιση για να έχουμε απλές μαθηματικές σχέσεις.

Ο ρυθμός εξυπηρέτησης είναι: 

             C ( bits / sec)

[image: image488.bmp]
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Tα  r  bits απαιτούν:

             r ( bits )


 =    τ    ( sec)

C ( bits / sec)

Επομένως ο χρόνος εξυπηρέτησης τ, αποτελεί μια τυχαία μεταβλητή, η οποία ακολουθεί επίσης εκθετική κατανομή με παράμετρο μC και συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας:

               f(τ) = μCe-μCτ  ,  τ ≥ 0                    

Συνεπώς, ο μέσος χρόνος εξυπηρέτησης θα είναι:  

                  E[ τ ]  = 
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Εξαιτίας της ιδιότητας απώλειας μνήμης, ο χρόνος  ο οποίος θα παραμείνει το μήνυμα στην εξυπηρέτηση, είναι ανεξάρτητος με το χρόνο που έχει παραμείνει μέχρι στιγμής.
 Στη συνέχεια των υπολογισμών θα θεωρήσουμε ότι C = 1. Με βάση τα παραπάνω, η ουρά θα έχει την εξής μορφή: 
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Έστω ότι στο σύστημα (queue + server) βρίσκονται n μηνύματα προς εξυπηρέτηση. Ο συνολικός χρόνος παραμονής στο σύστημα για ένα καινούριο μήνυμα θα ισούται με τον χρόνο αναμονής στην ουρά, για την εξυπηρέτηση των n μηνυμάτων, συν το χρόνο της δικής του εξυπηρέτησης:

                                     Τ   =    
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Ο μέσος χρόνος παραμονής στο σύστημα θα είναι:

             Ε[ Τ ]  =  Ε[
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Στόχος μας  λοιπόν, είναι να υπολογίσουμε το μέσο αριθμό μηνυμάτων στο σύστημα  Ε[n].
Έστω ότι  N(t) = n και μελετάμε την επόμενη πιθανή αλλαγή στον αριθμό των μηνυμάτων  του συστήματος. Ο χρόνος μέχρι την επόμενη άφιξη αποτελεί μια τυχαία μεταβλητή που ακολουθεί εκθετική κατανομή και είναι ανεξάρτητη από τους χρόνους εξυπηρέτησης των μηνυμάτων που βρίσκονται ήδη στο σύστημα. Η απώλεια μνήμης της εκθετικής τυχαίας μεταβλητής υποδηλώνει ότι ο χρόνος των μεσοδιαστημάτων είναι ανεξάρτητος από τη παρούσα και παρελθοντική κατάσταση του N(t).
Στην περίπτωση που το σύστημα δεν είναι άδειο ( Ν(t) > 0 ), ο χρόνος μέχρι την επόμενη αναχώρηση αποτελεί μια επίσης τυχαία μεταβλητή που ακολουθεί εκθετική κατανομή. Εξαιτίας της ιδιότητας έλλειψης μνήμης, ο χρόνος αυτός είναι ανεξάρτητος από το χρόνο που έχει ήδη σπαταληθεί στην εξυπηρέτηση. 

Συνεπώς, εάν γνωρίζουμε ότι N(t) = n , τότε οι καταστάσεις του συστήματος στο παρελθόν δεν επηρεάζουν τις πιθανές μελλοντικές του καταστάσεις. Συμπεραίνουμε λοιπόν, ότι ο αριθμός των μηνυμάτων Ν(t) σε ένα σύστημα Μ/M/1 αποτελεί μια αλυσίδα Markov διακριτού χρόνου.

Διακρίνουμε τις εξής πιθανότητες:

1. Να έχουμε μία άφιξη σε ένα υποδιάστημα μικρής διάρκειας δ

       P[ Α(δ) = 1]  =   
[image: image19.wmf]!

1

)

(

1

ld

ld

-

e

                                                 
                             =  [  
[image: image20.wmf]å

¥

=

0

k

 
[image: image21.wmf]!

)

(

k

k

ld

-

]   λδ 
                                   =  λδ  ﴾ 1 – λδ +   
[image: image22.wmf]!

2

)

(

2

ld

 - … ﴿
                                   =  λδ  + ο(δ)

2. Να έχουμε περισσότερες από 1 αφίξεις στο υποδιάστημα δ

      P[ Α(δ) ≥ 2]  =     [  
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                                             =  ο(δ)
3.  Ο χρόνος εξυπηρέτησης τ να  είναι μικρότερος από δ: 
P[ τ ≤ δ ]  =  1 -  e -μδ           
                            =  1 - 
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3. Να έχουμε μία άφιξη και μία αποχώρηση εντός του δ. Τα 2 αυτά γεγονότα είναι ανεξάρτητα οπότε:

            P[ Α(δ) = 1, τ ≤ δ ]  = P[ Α(δ) = 1]   P[ τ ≤ δ ]    

                                             = [ λδ  + ο(δ) ]   [ μδ + ο(δ) ]

                                        =   ο(δ)

Αναζητούμε τώρα την πιθανότητα:
pn(t) = πιθανότητα να υπάρχουν  n  μηνύματα στο σύστημα σε χρόνο t.
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Με βάση τα παραπάνω είναι:

· Η πιθανότητα ένα μήνυμα να εξυπηρετηθεί σε χρόνο Δt είναι μΔt και η πιθανότητα να μην εξυπηρετηθεί είναι 1 – μΔt.

· Η πιθανότητα άφιξης ενός μηνύματος σε χρόνο Δt είναι λΔt και η πιθανότητα

μη άφιξης 1 – λΔt.
Η πιθανότητα μιας άφιξης και μιας αποχώρησης σε χρόνο Δt είναι [λΔt μΔt]  και η πιθανότητα καμίας άφιξης και αποχώρησης εντός Δt είναι [1-λΔt][1-μΔt].
Η πιθανότητα τη χρονική στιγμή t στο σύστημα να υπάρχουν n μηνύματα διατυπώνεται ως εξής:

pn( t +Δt )  =  pn(t) [ (1 - μΔt) (1 - λΔt)  + ( μΔt  λΔt ) ]

                     +   pn+1(t)  [ μΔt (1 - λΔt) ]

                        +   pn-1(t)  [ λΔt (1 - μΔt) ]  ,    n ≥ 1      ( 1 )      

Ο όρος στην παρένθεση που πολλαπλασιάζει τον όρο pn(t), αντιπροσωπεύει την πιθανότητα μη άφιξης ή αναχώρησης (1 - μΔt) (1 - λΔt), ή την πιθανότητα μιας άφιξης και μιας αναχώρησης  μΔt  λΔt.

Ο όρος στην παρένθεση που πολλαπλασιάζει τον όρο pn+1(t), αντιπροσωπεύει την πιθανότητα μιας αναχώρησης (ολοκλήρωσης εξυπηρέτησης) και καμιάς άφιξης, έτσι ώστε από n+1 μηνύματα μένουν n μηνύματα.
Ο όρος στην παρένθεση που πολλαπλασιάζει τον όρο pn-1(t), αντιπροσωπεύει την πιθανότητα μιας άφιξης και καμιάς αναχώρησης, έτσι ώστε τα n-1 μηνύματα  πλέον γίνονται n μηνύματα.

Αν υποθέσουμε ότι οι πιθανότητες της κατάστασης του συστήματος είναι συνεχείς, τότε η pn( t +Δt ) μπορεί να αντιπροσωπευτεί από τους δύο πρώτους όρους της σειράς Taylor ως εξής: 

pn( t +Δ t)  ≈   pn(t)   +   
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Αν αντικαταστήσουμε τη (2) στην (1) και αφήσουμε το Δt→0, τότε οι όροι με Δt 2  εξαφανίζονται και έχουμε :

pn(t) + 
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Δt  =   pn(t) [ (1 – λΔt – μΔt  + μλΔt2  + μλΔt2]  
                                + pn+1(t)  [ μΔt -  μλ Δt2 ]
                                +  pn-1(t)  [ λΔt - μλ Δt2 ]
οπότε
pn(t)  +  
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Οι πιθανότητες pn(t), pn+1(t) και pn-1(t) λέγονται πιθανότητες κατάστασης. Θα υποθέσουμε ότι είναι ανεξάρτητες του χρόνου και ότι τα μεταβατικά φαινόμενα εξαφανίζονται μετά από μεγάλο χρονικό διάστημα. Αυτό σημαίνει πως αν:
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τότε η εξίσωση του συστήματος που δεν αλλάζει με το χρόνο (stationery queueing process) και δίνεται από τη σχέση:

                    (λ + μ) pn  = μ pn+1 + λ pn-1   ,  n≥1   (3)
Το διάγραμμα μεταβάσεων θα έχει την ακόλουθη μορφή:
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Τελική συνθήκη

Όταν n→∞,  pn→0 ,  διότι    
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Αρχική συνθήκη

Η άφιξη ενός μηνύματος όταν το σύστημα είναι άδειο έχει ως αποτέλεσμα την μεταφορά του στην κατάσταση 1, ενώ η αναχώρηση από την κατάσταση 1 το μεταφέρει στην κατάσταση 0.

                           λ p0 = μ p1    =>    p1 =  
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Η εξίσωση (3) για n=1 γράφεται

(λ + μ) p1 = μ p2 + λ p0  => p2  =  (
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+ 1) p1 -  
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                                     =>  p2  =  (
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Επαγωγικά βρίσκουμε ότι:     

                           pn  =  (
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Ο λόγος  ρ = 
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, ονομάζεται ένταση κίνησης.  Όταν n→∞,  pn→0 το οποίο επαληθεύεται για ρ < 1.
                               ρ < 1    =>    
[image: image44.wmf]m
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 <  1   =>   λ < μ

Προκειμένου το σύστημα να είναι σταθερό, θα πρέπει ο μέσος όρος αφίξεων ανά μονάδα χρόνου να είναι μικρότερος από το μέσο ρυθμό εξυπηρέτησης, διαφορετικά τα μηνύματα αυξάνονται έπ’ άπειρον.   

pn =  ρn  p0    
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                     =>   p0  =  1 – ρ ,  η πιθανότητα το σύστημα να είναι άδειο, 
ενώ πιθανότητα το σύστημα να μην είναι άδειο είναι:  p = 1 - p0   =  ρ
Τελικά,  η πιθανότητα το σύστημα να έχει n μηνύματα είναι:
                              pn =  ρn  (1 – ρ)

· Mέσος αριθμός μηνυμάτων στο σύστημα

Ε[n]    = 
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Από τη σχέση Ε[n] = 
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 παρατηρούμε ότι όταν ρ→1 η Ε[n] αυξάνει πολύ γρήγορα .

[image: image55.png]Efn),





(  Για ρ > 0.5  παρατηρείται γρήγορη αύξηση του Ε[n]  )
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· Μέσος χρόνος παραμονής στο σύστημα

Έχουμε βρει ότι η μέση καθυστέρηση ενός μηνύματος που βρίσκει n μηνύματα όταν φτάσει στην ουρά είναι:

         E[ T ] =  
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 Ε[ n]   +   
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=>    E[ T ]  = 
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      ,     ρ = 
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=>    Ε[ T ]  = 
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Μπορούμε επίσης  να βρούμε τη μέση καθυστέρηση χρησιμοποιώντας το νόμο του Little :
Ο μέσος αριθμός μηνυμάτων στο σύστημα είναι ίσος  με τη μέση καθυστέρηση επί το ρυθμό αφίξεως των μηνυμάτων, δηλαδή: 

         Ε[ n ] =  λ Ε[ Τ ]  => Ε[Τ] = Ε[n] / λ 

                                      => Ε[Τ] =
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                                      => Ε[Τ] = 
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( Η απόδειξη του νόμου του Little παραλείπεται )
Ας υποθέσουμε ότι το δίκτυο αποτελείται από m, Μ | Μ | 1 ανεξάρτητες ουρές, τότε σύμφωνα με το νόμο του Little είναι:

                          E[ ni ] = λi E[ Ti ]   ,  i = 1,2,…,m    
ni  = μέσος αριθμός μηνυμάτων της ουράς i
Ti = η μέση καθυστέρηση της ουράς i
λi = ρυθμός αφίξεως μηνυμάτων στην ουρά i
Τώρα, ας υποθέσουμε ότι οι ουρές του δικτύου βρίσκονται μέσα σε ένα μαύρο κουτί. Η καθυστέρηση του δικτύου σύμφωνα με το νόμο του Little είναι:

                          E[n] =  γ E[T]  ,  όπου

n = ο αριθμός μηνυμάτων που είναι αποθηκευμένα στο δίκτυο

γ  = ο εξωτερικός ρυθμός αφίξεων

Τ = συνολική καθυστέρηση

Τότε:          Ε[ n ]  =  Ε [ ∑ ni ]   =  ∑ Ε[ ni ]  =  ∑ λi E [ Ti ]   
Εφαρμόζοντας τον νόμο του Little έχουμε:

         γ Ε[ Τ ]  =  ∑ λi E[ Ti ]   
    =>   Ε[Τ]   =  
[image: image66.wmf]g
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 ∑ λi E[ Ti ]   ,  i = 1,2,…,m
Σημειώνουμε ότι ο νόμος του Little είναι ανεξάρτητος από την πολιτική εξυπηρέτησης καθώς επίσης και από τον αριθμό εξυπηρετητών του συστήματος.  

· Διασπορά του αριθμού μηνυμάτων στο σύστημα

Ε[ n2 ]  =  
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     Var[ n ] =  E[ n2 ]  –  E[ n ]2
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· Μέσος αριθμός μηνυμάτων στην ουρά

Αφού ο αριθμός των μηνυμάτων στο σύστημα (queue + server) είναι n, ο αριθμός των 

μηνυμάτων στην ουρά θα είναι nq = n – 1. 

E[ nq ]  =   
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· Μέσος χρόνος αναμονής στην ουρά

Από το νόμο του Little για την ουρά του συστήματος έχουμε:

E[ nq ]   =  λ Ε[ Τq ]
  =>  Ε[ Τq ] =   E[ nq ]  / λ 

  =>   Ε[ Τq ] =    
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  => Ε[ Τq ] =    
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· Διασπορά του αριθμού μηνυμάτων στην ουρά

  E[ nq2 ]  =  
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Eφαρμογή:  Συγκεντρωτές τερματικών
Θεωρείστε ένα συγκεντρωτή τερματικών με 4 γραμμές εισόδου των 4800 bps και μια γραμμή εξόδου 9600bps. Το μέσο μέγεθος πακέτου, 1/μ είναι 1000 bits. Καθεμιά από τις 4 γραμμές παραδίδει κυκλοφορία Poisson με ένα μέσο όρο λi = 2 πακέτα/sec. Ποια είναι η μέση καθυστέρηση ενός πακέτου από τη στιγμή που το τελευταίο bit φτάνει στο συγκεντρωτή έως τη στιγμή που αυτό το bit αναμεταδίδεται στη γραμμή εξόδου; Επίσης, ποιος είναι ο μέσος αριθμός των πακέτων στον συγκεντρωτή, συμπεραλαμβανομένου και αυτού που εξυπηρετείται;
Προσθέτοντας τις 4 γραμμές εισόδου λαμβάνουμε ένα συνολικό λ = 8 πακέτα/sec. Μοντελοποιώντας το σύστημα ως μία γραμμή Μ / Μ / 1 με ρυθμό εξυπηρέτησης μ = 9.6 πακέτα/sec, ο μέσος χρόνος καθυστέρησης θα είναι:

          Ε[ T ]  = 
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Σημειώστε ότι ακόμα και αν λ=0, το Ε[ Τ ] δεν είναι 0 διότι απαιτείται ένα πεπερασμένο χρονικό διάστημα για τη μετάδοση του πακέτου στη γραμμή των 9600bps. Ο μέσος αριθμός των πακέτων στο συγκεντρωτή, δίνεται από τον νόμο του Little:

                   E[ N ]  =  λ Ε[ Τ ] =  5 πακέτα

Μπορεί να φαίνεται παράξενο ότι δημιουργείται μια σημαντική ουρά εισόδου ακόμη και αν η χωρητικότητα της εξόδου είναι επαρκής για το χειρισμό της εισόδου. Παρόλα αυτά, είναι σωστό. Αιτία είναι η τυχαιότητα στις αφίξεις που προκαλεί την αύξηση της ουράς.

Αυτή η κατηγορία υπολογισμού εφαρμόζεται όχι μόνο στους συγκεντρωτές τερματικών, αλλά επίσης σε κάθε μεταγωγό αποθήκευσης και προώθησης, όπως σε έναν ΙΜΡ. Μπορεί να χρησιμοποιηθεί, για παράδειγμα, για τον υπολογισμό του ποσού μνήμης που απαιτείται για την αποθήκευση  στην ουρά.
Ποσοστό χρήσης πόρου & Ένταση κίνησης

Τελειώνοντας το πρώτο κεφάλαιο θα κάνουμε ένα διαχωρισμό ανάμεσα σε δύο έννοιες οι οποίες χρησιμοποιούνται συχνά και συγχαίονται εύκολα.

Το ποσοστό χρήσης ενός πόρου (utilization) αποτελεί ένα μέτρο για το πόσο απασχολημένος είναι ο πόρος που χρησιμοποιείται. Στη θεωρία ουρών αναπαριστά το ποσοστό του χρόνου για το οποίο ο server είναι κατειλημμένος .
       Utilization  = 
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Έστω για παράδειγμα ένα σύστημα με m
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(t, t+T) καταφθάνουν Ν πελάτες. Ο κάθε server θα εξυπηρετεί κατά μέσο όρο 
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 πελάτες. Αν ο χρόνος εξυπηρέτησης είναι 
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μονάδες χρόνου τότε το ποσοστό χρήσης του συστήματος είναι:

                             utilization   =  
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Το ποσοστό χρήσης είναι ένα αδιάστατο μέγεθος και πρέπει πάντα να είναι μικρότερος της μονάδας ώστε ο server να είναι σε θέση να ανταπεξέλθει της ζήτησης του ή με άλλα λόγια το σύστημα να παραμένει σταθερό.
Η ένταση κίνησης αποτελεί μέτρο της κίνησης των αφίξεων που παρουσιάζονται στο σύστημα και ορίζεται ως το γινόμενο του μέσου ρυθμού αφίξεων και του μέσου χρόνου εξυπηρέτησης. Είναι ένα αδιάστατο μέγεθος και συνήθως εκφράζεται σε erlangs.
                                    traffic intensity  = λ Ε[Τs]
Για ένα σύστημα με έναν πόρο, ένταση κίνησης 1 erlang σημαίνει ότι ο πόρος αυτός χρησιμοποιείται από ένα  χρήστη για το 100% του συνολικού χρόνου ή από 10 χρήστες σε κάθε έναν από τους οποίους αντιστοιχεί το 10% του συνολικου χρόνου.

Ένταση κίνησης μεγαλύτερη από 1 erlang, σημαίνει ότι οι πελάτες έρχονται πιο γρήγορα στο σύστημα από ότι εξυπηρετούνται και παρέχει ένα καλό δείκτη για τον ελάχιστο αριθμό server που πρέπει να χρησιμοποιηθούν προκειμένου το σύστημα να είναι σταθερό. Για παράδειγμα, ένταση κίνησης 2.5 erlangs σημαίνει ότι απαιτούνται τουλάχιστον 3 server για να έχουμε σταθερό σύστημα.   

Eφαρμογές 
Ένα link με ρυθμό 9600 bps δέχεται 2 ροές πακέτων. Τα πακέτα της ροής Α έχουν σταθερό μέγεθος 48 bits, ενώ για τα πακέτα της ροής Β το μέγεθος ακολουθεί εκθετική κατανομή με μέση τιμή 480 bits. Εάν κατά μέσο όρο έχουμε 20% πακέτα της ροής Α στο link και 80% πακέτα της ροής Β, υπολογίστε το utilization του link υποθέτωντας ότι ο ρυθμός άφιξης των πακέτων είναι 15 packets / sec.
         Ο μέσος χρόνος μετάδοσης είναι:   
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                               =       
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                               =    61.5%   
Ένα PBX έχειο τοποθετηθεί ώστε να διαχειριστεί την κίνηση φωνής που παράγεται από 300 υπαλλήλους σε μία εταιρία. Αν κάθε ένας υπάλληλος κατά μέσο όρο κάνει 1.5 τηλεφωνήματα ανά ώρα με μέση διάρκεια κλήσης 2.5 λεπτά, ποια είναι η ένταση κίνησης που παρουσιάζεται στο PBX;

         Ένταση κίνησης  =  ( ρυθμός άφιξης )
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Η ανάλυση του συστήματος είναι όμοια με προηγουμένως, με τη διαφορά ότι τα όρια των αθροισμάτων είναι 0 και Ν. 

Η πιθανότητα το σύστημα να έχει n μηνύματα είναι:  pn =  ρn  p0       
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oπότε :        pn  =  
[image: image116.wmf]1

1

1

+

-

-

N

r

r

 ρn
Όταν η ουρά έχει πεπερασμένο μήκος, τότε μηνύματα τα οποία φτάνουν και βρίσκουν την ουρά γεμάτη μπλοκάρονται. Μας ενδιαφέρει να βρούμε την πιθανότητα μπλοκαρίσματος όταν το μήκος της ουράς είναι Ν.

Έστω pΒ η πιθανότητα μπλοκαρίσματος. Ο ρυθμός αφίξεων στην ουρά θα είναι 
λ(1- pΒ) και η  πιθανότητα άφιξης μηνυμάτων (μη μπλοκαρίσματος) είναι (1- pΒ). 

Για να βρούμε το ρυθμό αναχωρήσεων σκεπτόμαστε ως εξής: Η πιθανότητα αναχώρησης ενός μηνύματος σε ένα χρονικό διάστημα Δt είναι μΔt με την προϋπόθεση ότι υπάρχει μήνυμα που περιμένει εξυπηρέτηση στην ουρά. Η πιθανότητα αναμονής στην ουρά είναι ίση με την πιθανότητα ότι η ουρά δεν είναι άδεια, η οποία έχει εκφραστεί ως (1-p0). Επομένως, ο ρυθμός αναχωρήσεων σε μια πεπερασμένη ουρά είναι μ(1-p0).

      λ(1-pΒ)







μ(1-p0)

Για να υπάρχει ισορροπία ο ρυθμός αφίξεων πρέπει να είναι ίσος με το ρυθμό αναχωρήσεων:

                        
λ(1- pΒ) =  μ(1-p0)  (1)
                  =>        pΒ  =  1 -    
[image: image117.wmf]r

0

1

p

-

  
Σημείωση
Εάν Ν→∞ τότε το μήκος της ουράς είναι άπειρο και επομένως η πιθανότητα μπλοκαρίσματος μηδέν, δηλαδή pΒ = 0. Τότε από τη σχέση (1) είναι

                   λ = (1-p0)μ   =>  ρ = 1 - p0 
το οποίο συμφωνεί με την περίπτωση της άπειρης ουράς υπόθεσης.

Διαδικασίες  Γεννήσεων –  Θανάτων
Τα αποτελέσματα της Μ/Μ/1 ουράς μπορούν να γενικευτούν. Μια τέτοια γενίκευση είναι η περίπτωση που περιλαμβάνει πολλούς εξυπηρετητές (αντί για έναν), οι οποίοι προστίθενται στο σύστημα όσο η κατάσταση κατοχής της ουράς (buffer state occupancy) ανεβαίνει. Μια άλλη περίπτωση είναι ότι οι αφίξεις των μηνυμάτων μειώνονται όταν η ουρά αυξάνει, για να κρατηθεί η μέση κατάσταση κατοχής της ουράς  χαμηλή. Και στις δυο περιπτώσεις, οι αφίξεις και οι αναχωρήσεις -αν και είναι βασισμένες στις υποθέσεις Poisson - εξαρτώνται από την κατάσταση (state) της  ουράς.
Τα παραπάνω είναι παραδείγματα ενός πιο γενικού προβλήματος, το οποίο ονομάζεται διαδικασία γέννησης και θανάτου (birth - death process). Μια διαδικασία γεννήσεων θανάτου αποτελεί μια αλυσίδα Markov στην οποία οι μεταβιβάσεις πραγματοποιούνται μόνο ανάμεσα σε γειτονικές καταστάσεις. Το διάγραμμα καταστάσεων μια τέτοιας διαδικασίας έχει ως εξής:
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Οι εξισώσεις ισορροπίας είναι:
                     λ0 p0  = μ1 p1                                                         ,  n=0
                 (λn + μn )pn = μn+1 pn+1  + λn –1pn-1   
    ,  n = 1,2,…
 λ0 p0  = μ1 p1   => p1 = 
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Επαγωγικά βρίσκουμε ότι:

 pn    =   
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Έστω ότι k εξυπηρετητές είναι κατειλημμένοι και τ1,τ2, …, τk οι χρόνοι εξυπηρέτησης τους αντίστοιχα. Η επόμενη αναχώρηση θα πραγματοποιηθεί εντός χρόνου:

                         Χ = min (τ1,τ2, …, τk) ,

όπου τ1,τ2, …, τk ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές που ακολουθούν εκθετική κατανομή με παράμετρο μ και συνάρτηση κατανομής:

                         P[ τi < t ] = 1 – e-μt  , i = 1,2,...,k

P[ X > t ]  = P[ min (τ1,τ2, …, τk) > t ]

                 = P[ τ1 > t  , τ2 > t  , …, τk > t ]

                 = P[ τ1 > t ] P[ τ2 > t ]  … P[ τk > t ]

                 =   e-μt  e-μt   … e-μt  

                 =   e-kμt  

και    P[ X
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Άρα, ο χρόνος μέχρι την επόμενη αναχώρηση αποτελεί μια επίσης τυχαία μεταβλητή με εκθετική κατανομή και παράμετρο kμ. Το διάγραμμα μεταβιβάσεων του συστήματος έχει ως εξής :
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λn = λ    ,  n = 0,1,2,…

μn = nμ  , n = 1,2,..,m    &    μn = mμ  , n = m+1, m+2 ,…      

Προκειμένου να βρούμε την πιθανότητα pn  διακρίνουμε 2 περιπτώσεις ανάλογα με τις τιμές που παίρνει το n:

1. n < m
                   pn   =   
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· Μέσος αριθμός μηνυμάτων στην ουρά
Λαμβάνοντας υπ’όψη ότι από τα n μηνύματα,m θα εξυπηρετούνται και τα υπόλοιπα  

nq = n-m θα βρίσκονται στην ουρά, έχουμε:  
         E[ nq ]  =   
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· Μέσος χρόνος παραμονής στην ουρά
Από το νόμο του Little είναι: 

               Ε[ nq ] = λ Ε[ Τq ]  => Ε[ Τq ] = 
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· Μέσος χρόνος παραμονής στο σύστημα
Ε[ Τ ]  =  Ε[ Tq ] + E[ S ]  => Ε[ Τ ]  =  Ε[ Tq ] + 
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Δεν υπάρχει πραγματικό σύστημα με άπειρα κανάλια εξυπηρέτησης. Αυτό που εννοούμε είναι ότι μόλις έρχονται οι πελάτες αμέσως εξυπηρετούνται. Το διάγραμμα καταστάσεων του συστήματος έχει ως εξής:
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λn = λ   ,  n = 0,1,2,…

μn = nμ ,  n = 1,2,..
                             pn   =  
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Από την (3) συμπεραίνουμε ότι η pn αποτελεί τη συνάρτηση πυκνότητας  πιθανότητας της κατανομής Poisson, οπότε o μέσος αριθμός μηνυμάτων στο σύστημα θα είναι:

                               Ε[ n ]   =  ρ  =  
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λ = system throughput (αριθμός μηχανών που εξυπηρετούνται ανά μονάδα χρόνου)

Οι παραδοχές που κάνουμε για το σύστημα είναι οι εξής:

1. Υπάρχουν Ν μηχανές στο σύστημα (κυκλικό μοντέλο).

2. Οι μηχανές βρίσκονται έξω από το σύστημα ουράς και εισέρχονται μέσα στο σύστημα αφού πάθουν βλάβη.

3. Κάθε μηχανή δουλεύει για κάποιο διάστημα μεταξύ των βλαβών. Το χρονικό αυτό διάστημα ακολουθεί εκθετική κατανομή με ρυθμό α και μέσο χρόνο μεταξύ βλαβών  1/α.

4. Η επιδιόρθωση (εξυπηρέτηση) ακολουθεί εκθετική κατανομή με ρυθμό μ και μέσο χρόνο εξυπηρέτησης 1/μ.

Έστω ότι n μηχανές έχουν βλάβη και βρίσκονται στην ουρά, και Ν-n δουλεύουν κανονικά. Ο χρόνος ως την επόμενη βλάβη θα είναι: 

                         Χ = min (τ1,τ2, …, τΝ-n) ,

όπου τ1,τ2, …,τΝ-n τυχαίες μεταβλητές που ακολουθούν εκθετική κατανομή με παράμετρο α και συνάρτηση κατανομής:

                         P[ τi < t ] = 1 – e-αt  , i = 1,2,...,Ν-n
Όπως δείξαμε και προηγουμένως: 

                            P[ X > t ]  =   e-(Ν-n)αt  
Δηλαδή ο χρόνος μέχρι την επόμενη βλάβη ( άφιξη στην ουρά ) είναι εκθετικά κατανεμημένος με ρυθμό (Ν-n)α και μέση τιμή 
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. Το διάγραμμα καταστάσεων του συστήματος είναι:
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λn = (N-n)α     &    μn = μ ,   n = 0,1,…N
 pn   =      
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Το ποσοστό χρησιμοποίησης του συστήματος ρ είναι η αναλογία του χρόνου όταν αυτό δεν είναι άδειο, επομένως:      ρ   =  1- p0     
Ο ρυθμός αφίξεων στην ουρά μπορεί να βρεθεί από τον νόμο του Little, θεωρώντας ως σύστημα τον server:

                     ρ  =  
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  =>  λ = μ ρ  =>  λ =  μ (1-p0)
Κάθε μηχανή δουλεύει το χρονικό διάστημα μεταξύ των βλαβών κατά μέσο χρόνο 1/α sec. Μετά εισέρχεται στο σύστημα για εξυπηρέτηση όπου και παραμένει για ένα μέσο χρονικό διάστημα Ε[T]. Θυμίζουμε ότι ο χρόνος αυτός περιλαμβάνει το χρόνο αναμονής και τον χρόνο επισκευής. Επομένως ο ρυθμός με τον οποίο μία μηχανή επισκέπτεται το σύστημα είναι (
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+ Ε[Τ] )-1 αφίξεις/sec. Για τις  Ν μηχανές θα είναι:

          
Ν

        λ  =



[image: image214.wmf]a

1

+ Ε[Τ]  

                  
                   Ν
   =



[image: image215.wmf]a

1

+  Ε[Τq] + E[τ]
Επίσης από το νόμο του Little μπορούμε να βρούμε και το μέσο αριθμό μηχανών στην ουρά:

                                               Ε[Νq] = λ Ε[Τq]

Μ / Μ / m / N / N  , m < N
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Οι παραδοχές είναι οι ίδιες με πριν, με τη διαφορά ότι πλέον στο σύστημα έχουμε m
εξυπηρετητές. Το διάγραμμα καταστάσεων έχει ως εξής: 
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λn = (N-n)α  , n = 0,1,2,…,N    

μn = nμ ,   n = 1,2,...,c   &     μn = mμ , n = m+1,m+2,…,N
Προκειμένου να βρούμε την πιθανότητα pn  διακρίνουμε 2 περιπτώσεις ανάλογα με τις τιμές που παίρνει το n:

· n ≤ m

          pn   =   
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Εφαρμογή: Πιθανότητες αποτυχίας εγκατάστασης μιας σύνδεσης 

Σε πολλά συστήματα υπολογιστών, υπάρχει ένας μέγιστος αριθμός συνδέσεων που μπορεί να είναι ενεργές ανά πάσα στιγμή. Για παράδειγμα, οι κάρτες MAP, TOP και OSI για προσωπικούς υπολογιστές έχουν συνήθως κάποιο σταθερό μέγιστο αριθμό επιτρεπτών συνδέσεων, ο οποίος καθορίζεται από το μέγεθος του πίνακα της κάρτας. Εταιρίες οι οποίες είναι συνδρομητές στα δίκτυα Χ.25 μπορούν να έχουν σε ενέργεια έναν συγκεκριμένο αριθμό νοητών κυκλωμάτων, ο οποίος αριθμός αποφασίζεται, όταν η εταιρεία γίνεται συνδρομητής της υπηρεσίας. Τα PBX, τυπικά έχουν ένα σταθερό αριθμό εξερχόμενων γραμμών, έτσι και εδώ επίσης μόνο ένας συγκεκριμένος αριθμός συνδέσεων μπορεί να συνυπάρχει. Στις ασύρματες ζεύξεις, κάθε σταθμός βάσης έχει ένα ορισμένο αριθμό συχνοτήτων μέσω των οποίων γίνεται η επικοινωνία. 

Σε όλες αυτές τις περιπτώσεις, είναι ενδιαφέρον να μπορεί κανείς να υπολογίσει την πιθανότητα κατά την οποία μια προσπάθεια εγκατάστασης μιας νέας σύνδεσης αποτυγχάνει, επειδή ήδη υπάρχει ο μέγιστος αριθμός συνδέσεων. Μπορούμε να μοντελοποιήσουμε αυτό το περιβάλλον λέγοντας ότι υπάρχουν m μονάδες εξυπηρέτησης συνδέσεων, που η κάθε μία μπορεί να χειρίζεται μια σύνδεση. Εάν γίνει μια προσπάθεια εγκατάστασης μιας σύνδεσης και δεν υπάρχει διαθέσιμη μονάδα

εξυπηρέτησης (πχ. θέση πίνακα, νοητό κύκλωμα, ή εξερχόμενη γραμμή), υπάρχουν δύο πιθανότητες: ο καλών τοποθετείται στην ουρά ή ο καλών παραιτείται και προσπαθεί πάλι αργότερα. Στη συνέχεια θα εξετάσουμε τη δεύτερη περίπτωση.

Θεωρούμε  ένα σύστημα με m κανάλια επικοινωνίας και U χρήστες. Έστω λ ο μέσος ρυθμός άφιξης των κλίσεων και Η, η διάρκεια κάθε μίας από αυτές. Αν Α είναι ο φόρτος του συστήματος και ΑU o φόρτος από κάθε χρήστη, τότε: 

                                        Α = U ΑU  =  λ Η

H πιθανότητα μπλοκαρίσματος μιας κλίσης γράφεται ως εξής:

      Ρ[ μπλοκαρίσματος ] = Ρ[ και τα m κανάλια είναι κατειλημμένα ]

Θεωρούμε επίσης ότι οι αφίξεις ακολουθούν την κατανομή Poisson και τα μεσοδιαστήματα μεταξύ των αφίξεων καθώς και ο χρόνος εξυπηρέτησης είναι εκθετικά κατανεμημένος. Ως χρόνο εξυπηρέτησης θεωρούμε τη διάρκεια της κλίσης η οποία έχει μέση τιμή. Ο ρυθμός εξυπηρέτησης θα είναι μ = 1/Η.

Το σύστημα αυτό αποτελεί μια M / M / m / m ουρά. Το πρώτο m δηλώνει τον αριθμό των διαθέσιμων καναλιών και το δεύτερο, τον αριθμό των κλίσεων που μπορούν να εξυπηρετηθούν ταυτόχρονα. Η πιθανότητα στο σύστημα να υπάρχουν n κλίσεις που εξυπηρετούνται ( ουρά Μ / Μ / m για  n ≤ m )  είναι :

                    pn    =   
[image: image237.wmf]n

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

m

l
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Η πιθανότητα να είναι κατειλημμένα και τα m κανάλια είναι:

pm    =  
[image: image246.wmf]m

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

m

l


[image: image247.wmf]!

1

m

  p0          ,        
[image: image248.wmf]m

l

 =  λ H  =  A      
        
                  Am  
[image: image249.wmf]!

1

m


 
          =                
                         
[image: image250.wmf]å

=

m

n

0

An  
[image: image251.wmf]!

1

n

 
O παραπάνω τύπος αποτελεί την Erlang B φόρμουλα και προσδιορίζει την πιθανότητα αποτυχίας μιας προσπάθειας σύνδεσης  σε ένα σύστημα που διαθέτει m κανάλια επικοινωνίας

Κεφάλαιο
2

Διανομή Πόρων σε Συστήματα

Τα παρακάτω αποτελέσματα βρίσκουν εφαρμογή στην κατασκευή λειτουργικών συστημάτων, στο σχεδιασμό δικτύων επικοινωνίας  υπολογιστών, στο σχεδιασμό δικτύων τερματικών και γενικά στην υλοποίηση πολυπροσβάσιμων συστημάτων, όπου η άφιξη ζήτησης εξυπηρέτησης δεν είναι δυνατόν να προβλεφθεί.

Στα λειτουργικά συστήματα στόχος μας είναι να παρέχουμε υψηλή απόδοση σε ένα σύνολο χρηστών που επιχειρούν να μοιραστούν την CPU, την κύρια μνήμη, εκτυπωτές κτλ.

Σε ένα δίκτυο τερματικών, στοχεύουμε στο μοίρασμα της χωρητικότητας των ζεύξεων επικοινωνίας δεδομένων προκειμένου να παρέχουμε επικοινωνία από τα τερματικά προς τις μονάδες επεξεργασίας και αντίστροφα.

Στα δίκτυα επικοινωνίας υπολογιστών, ενδιαφερόμαστε τόσο στο μοίρασμα των μονάδων επεξεργασίας, οι οποίες είναι γεωγραφικά κατανεμημένες, όσο και στις επικοινωνίες δεδομένων που απαιτούνται για τη σύνδεση αυτών των συστημάτων μεταξύ τους και μεταξύ των τερματικών.       

Οι κυριότεροι παράμετροι ενός οποιουδήποτε συστήματος διανομής πόρων είναι οι εξής:

1. ο χρόνος απόκρισης 

2. η διαμετακομιστική ικανότητα 

3. η χωρητικότητα των πόρων

4. η χρησιμοποίηση των πόρων

Στη συνέχεια της ανάλυσης θα υιοθετήσουμε τις ακόλουθες παραδοχές:

1. Θεωρούμε ένα ρεύμα διεργασιών που κάνουν αίτηση για την πρόσβαση στον πόρο του συστήματος. Κάθε μία από αυτές τις διεργασίες απαιτεί έναν αριθμό λειτουργιών από τον πόρο.

2. Η χωρητικότητα του πόρου αναλογεί σε C (λειτουργίες / sec) και ο μέσος αριθμός λειτουργιών ανά διεργασία είναι 1/μ. Συνεπώς, ο ρυθμός εξυπηρέτησης του συστήματος θα είναι:

                     C  (λειτουργίες / sec)


 =  μC  ( διεργασίες / sec)  
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3. Θεωρούμε ότι ο χρόνος εξυπηρέτησης ακολουθεί εκθετική κατανομή, οπότε ο  μέσος χρόνος εξυπηρέτησης θα είναι  
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4. Ο συνολικός χρόνος παραμονής στο σύστημα Τ, για μια διεργασία θα ισούται με τον χρόνο αναμονής W και το χρόνο εξυπηρέτησης  
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:

                                     Τ  =  W + 
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5. O μέσος αριθμός αφίξεων των διεργασιών είναι λ
6. Το ποσοστό χρησιμοποίησης του συστήματος είναι  ρ = 
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Ενδιαφερόμαστε να βρούμε τα ανταλλάγματα των σχέσεων μεταξύ του χρόνου απόκρισης Τ, της διαμετακομιστικής ικανότητας λ, της χρησιμοποίησης του πόρου ρ και της χωρητικότητας του συστήματος C.

Η δομή του συστήματος επηρεάζει τη σχέση ανάμεσα στις παραπάνω παραμέτρους απόδοσης. Θα δείξουμε ότι τα μεγάλα συστήματα έχουν καλύτερη απόδοση σχετικά με τα μικρά, όταν το κριτήριο απόδοσης είναι η ελαχιστοποίηση του χρόνου απόκρισης.
· Α.
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Το σύστημα αποτελείται από μια συλλογή m πόρων κάθε ένας από τους οποίους έχει χωρητικότητα C/m. H πρόσβαση σε αυτούς γίνεται μεμονωμένα από ρεύματα διεργασιών με ρυθμό λ / m. Η χρησιμοποίηση του συστήματος είναι:

                         ρ  =  
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Η απόδοση του συστήματος είναι ανεπαρκής από τη στιγμή που μπορεί να συσσωρευτούν πολλές διεργασίες στην ουρά ενός πόρου και οι άλλοι να παραμένουν ανεκμετάλλευτοι.

· Β.
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Η πρόσβαση στους m πόρους  γίνεται μέσω μιας ουράς στην οποία ο ρυθμός αφίξεων είναι λ. Έχουμε μια μικρή βελτίωση σε σχέση με πριν, αφού καμία διεργασία δεν θα περιμένει αν υπάρχει κάποιος πόρος ελεύθερος. Επίσης αυτή η συγχώνευση εγγυάται ότι οι διεργασίες θα εξυπηρετούνται με πολιτική FIFO σε αντίθεση με την προηγούμενη δομή. Η χρησιμοποίηση του συστήματος είναι:    


                ρ =   
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Το μειονέκτημα σε αυτήν την περίπτωση είναι ότι όταν δεν υπάρχουν διεργασίες στην ουρά, υπάρχουν πόροι που παραμένουν ανεκμετάλλευτοι, ενώ θα μπορούσαν να χρησιμοποιηθούν για την διεκπεραίωση άλλων διεργασιών. Το πρόβλημα αυτό αντιμετωπίζεται με την συγχώνευση και των πόρων, οπότε καταλήγουμε στη δομή Γ. 
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ρ =   
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· Δ.

                  [image: image265.png]Queue 1

Queue 2

Queue m

Q96





To σύστημα αποτελείται από μια συλλογή m δομών Γ. Σε σχέση με τη δομή Α έχει m φορές μεγαλύτερο ρυθμό αφίξεων και χωρητικότητα, oπότε μπορεί κανείς να χειριστεί μεγαλύτερο αριθμό διεργασιών στον ίδιο χρόνο.
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Και πάλι όμως έχουμε το πρόβλημα της πιθανής συσσώρευσης των διεργασιών σε μία από τις ουρές, οπότε καταφεύγουμε στη συγχώνευση αυτών, δημιουργώντας τη δομή  Ε.

· Ε.
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                       ρ =  
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Tέλος,  η παραπάνω δομή μπορεί να βελτιωθεί περαιτέρω με τη συγχώνευση και των πόρων, οπότε καταλήγουμε στη δομή Ζ.

· Ζ.
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Η διαφορά μεταξύ Ζ. και Γ. είναι ότι η πρώτη έχει υποστεί μια κλιμάκωση προς τα πάνω κατά ένα παράγοντα m τις χωρητικότητας C και τις διαμετακομιστικής ικανότητας  λ, ενώ η χρησιμοποίηση παραμένει σταθερή. 
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Από όλες τις παραπάνω δομές η τελευταία εξασφαλίζει το μικρότερο χρόνο απόκρισης Τ, όπως θα αποδείξουμε στη συνέχεια. 

Eπανερχόμαστε στη δομή Β. Το διάγραμμα των μεταβιβάσεων για αυτήν την M/M/m ουρά έχει ως εξής:
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λn = λ   , n = 0,1,2,…

μn = n
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Προκειμένου να βρούμε την πιθανότητα pn  διακρίνουμε 2 περιπτώσεις ανάλογα με τις τιμές που παίρνει το n:

1. n ≤ m

                    pn   =  
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Ο συνολικός χρόνος παραμονής στο σύστημα Τ, για μια διεργασία θα ισούται με τον χρόνο αναμονής W και το χρόνο εξυπηρέτησης    
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 , όπως προκύπτει από την τελική συνθήκη.
E[ nq ]  = λ Ε[ W ]  
            => E[ W ]  =  E[ nq ]  / λ
                             =   Pm   
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(1),(2) =>   E[ T ]   =   Pm 
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Στην γραφική παράσταση της σχέσης (3) που ακολουθεί παρατηρούμε ότι καθώς αυξάνει ο αριθμός των πόρων του συστήματος, ο μέσος χρόνος απόκρισης αυξάνεται. Στη συνέχεια θα χρησιμοποιούμε τους συμβολισμούς Τ και W στη θέση των Ε[Τ] και Ε[W] αντίστοιχα.
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Από τη σχέση (3), θέτοντας μC = λ / ρ προκύπτει:

        T  =   Pm 
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Από τη γραφική παράσταση της (4) καταλήγουμε και πάλι στο ίδιο συμπέρασμα.
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Και οι δύο γραφικές παραστάσεις δείχνουν ότι η δομή Γ. υπερτερεί της δομής Β. ως προς το μέσο χρόνο απόκρισης Τ.

Oι σχέσεις (3) και (4) μπορούν να εκφραστούν από τη σχέση: Τ(m , λ , C) , όπου C είναι η συνολική χωρητικότητα του συστήματος διαμοιρασμένη σε m πόρους. Ο Kleinrock έδειξε ότι τα συστήματα με ένα πόρο συνολικής χωρητικότητας C, έχουν μικρότερο χρόνο απόκρισης σε σχέση με συστήματα όπου η χωρητικότητα C  διαμοιράζεται σε  m πόρους:

                    Τ( 1 , λ , C ) ≤ T( m , λ , C)  , m = 1,2,3…  (5)

Kλιμακώνοντας στις σχέσεις (3) και (4) τα C και λ αντίστοιχα κατά ένα παράγοντα a πετυχαίνουμε την μείωση του χρόνου απόκρισης κατά τον ίδιο παράγοντα:

                   T(m , aλ , aC)  =  
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Το ίδιο συμβαίνει και με το μέσο χρόνο αναμονής στην ουρά:

                  W(m , λ , C)  =  Pm 
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                   W(m , aλ , aC)  = 
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Μάλιστα, όταν η διαχείριση της χωρητικότητας του συστήματος γίνεται από ένα πόρο  

και οι συντελεστές κλιμάκωσης είναι διαφορετικοί αποδεικνύεται ότι: 

          T(1 , aλ , bC)  =  
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          W(1, aλ , bC) =   
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Από το νόμο του Little για το μέσο αριθμό μηνυμάτων Ε[ Ν ] = Ν και Ε[Νq] = Νq στο σύστημα και την ουρά αντίστοιχα είναι:
                    Ν( m , λ , C)  =  λ T( m , λ , C)   

                    Νq( m , λ , C)  =  λ W( m , λ , C)  

Ν( m , aλ , aC)  =  aλ T( m , aλ , aC)   
                         = a λ 
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Συνεπώς, ο μέσος αριθμός των μηνυμάτων στο σύστημα είναι ανεξάρτητος της κλιμάκωσης που υφίστανται οι παράμετροί λ και C, εφόσον το ρ παραμένει σταθερό. Ομοίως για τον μέσο αριθμό μηνυμάτων στην ουρά.

Η παράμετρος ρ εκφράζει το μέσο ποσοστό πόρων που χρησιμοποιούνται και μπορεί να γραφτεί ως εξής:

ρ =   
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  => ρ =   
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 pn     +   Pm      =>  ρ ≥ Pm               (6)
Από την  Μ / Μ / 1 ουρά, ο μέσος χρόνος παραμονής στην ουρά W είναι:

   W   =  
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Όμως   W(m , λ , C)  =  Pm 
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οπότε:                       W(1 , λ , C)   
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   W(m , λ , C)                (7)
Τελικά, από τις (5) και (7) καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι σε ένα M / M / m σύστημα, ο μέσος  χρόνος απόκρισης αυξάνετα με την αύξηση του m, ενώ αντίθετα, ο μέσος χρόνος αναμονής στην ουρά ελαττώνεται.

Επομένως , αν μέτρο  της απόδοσης   είναι ο μέσος χρόνος παραμονής στην ουρά και όχι ο μέσος χρόνος απόκρισης, τότε τα  συστήματα που διαχωρίζουν τη χωρητικότητα τους σε m πόρους υπερτερούν. Στην αντίθετη περίπτωση, όπως συμβαίνει με τα απομακρυσμένα συστήματα επεξεργασίας, προτιμώνται συστήματα στα οποία ένας πόρος καταλαμβάνει ολόκληρη τη χωρητικότητα.
Κεφάλαιο
3

Aνοικτά Δίκτυα

Θεωρούμε ένα δίκτυο με  K ουρές όπου οι πελάτες καταφθάνουν στην ουρά k από το εξωτερικό περιβάλλον του δικτύου, με βάση την κατανομή Poisson, με ρυθμό αk. Θεωρούμε επίσης ότι ο χρόνος εξυπηρέτησης είναι εκθετικά κατανεμημένος, με ρυθμό μk και ότι ο αριθμός των εξυπηρετητών είναι ck. Οι αφίξεις και οι χρόνοι εξυπηρέτησης μεταξύ των ουρών του δικτύου είναι ανεξάρτητοι.

Μετά το τέλος της εξυπηρέτησης στην ουρά k, ένας πελάτης μπορεί να μεταβεί στην ουρά i με πιθανότητα  Pki, ενώ μπορεί να αποχωρήσει από το δίκτυο με πιθανότητα: 

                                              K                        
                                 1 - ∑ Pki
                                                   i=1

Ο συνολικός ρυθμός των αφίξεων στην ουρά k θα είναι το άθροισμα των ρυθμών αφίξεων έξω και μέσα στο σύστημα:

                                                     K
                              λk  =  αk   +  ∑ λj P jk      ,   k = 1,2,…,K

                    j=1

To διάνυσμα με τον αριθμό των πελατών σε κάθε ουρά είναι:

                      Ν(t) = [ N1(t), N2(t), ... , NΚ(t) ]
και αποτελεί μια διαδικασία Μarkov. To θεώρημα του Jackson δίνει την συνάρτηση μάζας πιθανότητας της διαδικασίας, όταν το σύστημα βρίσκεται σε κατάσταση ισορροπίας:

 Αν   λk   ≤  ck  μk , τότε για οποιαδήποτε πιθανή κατάσταση του συστήματος 

                                          n = [ n1  n2  …  nΚ ]  ισχύει: 

          P[Ν(t) = n ] =   P[Ν1(t) = n1 ] P[Ν2(t) = n2 ]  ... P[ΝK(t) = nK ] ,

όπου  P[ Νk(t) = nk ] η συνάρτηση μάζας πιθανότητας ενός συστήματος  Μ / Μ /ck με    ρυθμό αφίξεων λk  και εξυπηρέτησης μk. Το θεώρημα του Jackson δηλώνει ότι οι αριθμοί των πελατών στις ουρές μια χρονική στιγμή t αποτελούν ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές.

Στο παρακάτω σχήμα θεωρούμε ότι τα προγράμματα καταφθάνουν στη CPU σύμφωνα με τη διαδικασία Poisson με ρυθμό a. Ο χρόνος χρήσης της CPU από κάθε πρόγραμμα είναι εκθετικά κατανεμημένος με μέση τιμή 1/μCPU. Μετά το τέλος της εξυπηρέτησης η εκτέλεση του προγράμματος τελειώνει με πιθανότητα p ή απαιτεί επιπλέον δεδομένα από την δευτερεύουσα μνήμη με πιθανότητα 1-p. Έστω ότι ο χρόνος ανάκτησης των δεδομένων είναι επίσης εκθετικά κατανεμημένος με μέση τιμή

1/μΙ/Ο. 
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λCPU  =  a +  λΙ/Ο                  λCPU  = a / p
                            =>     

λΙ/Ο  = (1-p) λCPU                          λΙ/Ο  = (1-p)a / p 

Για κάθε μία από τις δύο Μ / Μ / 1 ουρές, ο μέσος αριθμός μηνυμάτων θα είναι:

Ε[Ν1] = ρCPU / (1 - ρCPU)    
Ε[Ν2] = ρ Ι/Ο  / (1 – ρ Ι/Ο  )      

Επίσης, από το νόμο του Little, o μέσος χρόνος παραμονής στο δίκτυο των δύο  ουρών είναι:

Ε[ Ν1 + Ν2 ] = α Ε[Τ]   

( Ε[Ν1] + Ε[Ν2]  = α Ε[Τ]   

( Ε[Τ]   =  (  Ε[Ν1] + Ε[Ν2]  ) / a
Κλειστά Δίκτυα

Σε ένα κλειστό δίκτυο ουρών, οι αφίξεις από το εξωτερικό περιβάλλον του συστήματος είναι μηδέν και ένας σταθερός αριθμός πελατών κυκλοφορεί ακατάπαυστα μέσα σε αυτό. Για παράδειγμα θεωρείστε ένα μοντέλο υπολογιστή στο οποίο, κάθε χρονική στιγμή ένας συγκεκριμένος αριθμός προγραμμάτων κάνει χρήση της CPU και των Ι/Ο πόρων.
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Έστω λοιπόν ένα κλειστό δίκτυο με Κ ουρές. Ο ρυθμός αφίξεων στην ουρά k θα είναι:

                                                                     K
                                      λk   = ∑ λj pjk     (1)
                                                                        j=1 
Θυμίζουμε ότι οι εξισώσεις που χαρακτηρίζουν τη συνάρτηση μάζας πιθανότητας μιας αλυσίδας Markov σε σταθερή κατάσταση, ορίζονται ως εξής:
                                       K                                  K
                      πk  =   ∑ πj pjk    ,     ∑ πj = 1       (2)
                                                         j=1                                 j=1
Η διαφορά ανάμεσα στις δύο σχέσεις είναι ότι το άθροισμα των λk δεν απαιτειται να ισούται με 1. Επόμένως το διάνυσμα με τις λύσεις τις σχέσης 1 θα είναι ανάλογο του διανύσματος π που περιέχει τις {πk} που σχετίζονται με τις { pjk }. Συνεπώς μπορούμε να συνδυάσουμε τις παραπάνω σχέσεις ως εξής:

                                          λk = λ(I) πk  ,

όπου  λ(I) μία σταθερά που εξαρτάται από τον αριθμό των πελατων στο κλειστό δίκτυο. Αν n = (n1, n2, … , nK) μια οποιαδήποτε κατάσταση του συστήματος για την οποία n1, n2, … , nK ≥ 0 και  n1 + n2 + … + nK = Ι , τότε:

                                                   P[N1 = n1] P[N2 = n2] … P[NK = nK]

                   P[N(t) = n]    =                                                                         ,
                                             S(I)

όπου  P[Nk = nk] είναι η συνάρτηση μάζας πιθανότητας μιας ουράς Μ/Μ/ck με ρυθμό αφίξεων λk και εξυπηρέτησης μk. Το S(I) αποτελεί μια σταθερά κανονικοποίησης η οποία προκύπτει από το γεγονός ότι στο σύστημα υπάρχουν παντα Ι πελάτες και η κατάστασή του  n πρέπει να ικανοποιεί τη σχέση n1 + n2 + … + nK = Ι. Δίνεται από την ακόλουθη σχέση:
                S(I)  =      ∑          P[N1 = n1] P[N2 = n2] … P[NK = nK]

                                      n :  n1 + n2 + … + nK = Ι
Ας εφαρμόσουμε αυτά που είπαμε μέχρι τώρα στο μοντέλο του υπολογιστή που παρουσιάζεται στο παραπάνω σχήμα και να προσπαθήσουμε να βρούμε την συνάρτηση μάζας πιθανότητας σε κατάσταση ισορροπίας .                                                                                                                                        
Οι πιθανότητες σταθερής κατάστασης έχουν ως εξής:     
             2

π1  =   ∑ πj pj1    =  π1 p  +   π2   =>    π1 =  1 / (2-p), αφού  π1 + π2 = 1
                  j=1

             2

π2  =   ∑ πj pj2    =  π1 (1-p)  +   0  => π2 =  (1- p) / (2-p) , αφού  π1 + π2 = 1
                  j=1
Οι ρυθμοί άφιξης είναι:

λ1 = λ(I) π1   =>  λ1 = λ(I) / (2-p)

λ2 = λ(I) π2   => λ2 =  λ(I)  (1- p) / (2-p)

H συνάρτηση μάζας πιθανότητας του συστήματος σε κατάσταση ισορροπίας είναι:

                                             P[N1 = i]  P[N2 = I-i]

P[N1 = i , N2 = I-i]  = 
                                                   S(I)
Από την ανάλυση της Μ/Μ/1 ουράς έχουμε:

P[N = n]  =  pn =  (1 – ρ) ρn  , ρ = λ/μ   οπότε:

P[N1 = i]  = (1 – ρ1) ρ1 i      , ρ1 = λ1 / μ1
P[N2 = I-i] = (1 – ρ2) ρ2 I-i   , ρ2 = λ2 / μ2
Η σταθερά κανονικοποίησης ισούται με:

                     I

S(I) = ∑ P[N1 = i]  P[N2 = I-i]
                    i=0

                     I

       = ∑ (1 – ρ1) ρ1 i  (1 – ρ2) ρ2 I-i       
                   i=0                                              
                                                                  I

       = (1 – ρ1) (1 – ρ2) ∑ ρ1 i  ρ2 I-i       
                                                                i=0
                                                                             I

       = (1 – ρ1) (1 – ρ2) ρ2 I  ∑  (ρ1/ρ2) i         
                                                                            i=0
                                                                          1 -  (ρ1/ρ2) I+1 
       = (1 – ρ1) (1 – ρ2) ρ2 I         
                                                                                    (ρ1/ρ2)    
Συνδυάζοντας τα παραπάνω καταλήγουμε στο εξής:

                                            1 - β
P[N1 = i , N2 = I-i]  =                                      βi   ,    β =  ρ1/ρ2  = μ2 / [ (1-p) μ1]
                                  1 – βΙ+1   

Θεωρείστε τώρα το παρακάτω σύστημα. Για τη μετάδοση χρησιμοποιούνται δύο ειδικά μηνύματα σηματοδότησης (permits). Όσο ο πομπός έχει ένα από αυτά παράγει μηνύματα με ρυθμό λ, των οποίων τα μεσοδιαστήματα των αφίξεων είναι εκθετικά κατανεμημένα. Στη συνέχεια τα μηνύματα εισέρχονται στο σύστημα μετάδοσης και απαιτούν εκθετικό χρόνο εξυπηρέτησης με ρυθμό μ2. Μόλις ένα μήνυμα φτάσει στο δέκτη, τότε στέλνεται το αντίστοιχο μήνυμα σηματοδότησης πίσω στον πομπό. Επόμένως κάθε φορά μπορούν να υπάρχουν το πολύ δύο μηνύματα μέσα στο κλειστό δίκτυο. Στόχος μας είναι να καθορίσουμε το ρυθμό με τον οποίο αυτά εισέρχονται στο σύστημα μετάδοσης.
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Από το σχήμα προκύπτει ότι p12 = p23 = p31 = 1, οπότε οι πιθανότητες π1,π2,π3 έχουν ως εξής:

             3

π1  =   ∑ πj pj1    =  π1 0  +   π2 0 + π3   =>    π1 = π3
                 j=1
             3

π2  =   ∑ πj pj2    =  π1   +   π2 0 + π3 0  =>    π2 = π1
                  j=1
άρα  π1 = π2 = π3 και:

  3
∑ πj = 1 => π1 =  π2 = π3 = 1/3
 j=1
Επίσης  λ1 = λ2 = λ3 = λ(2) / 3 και έστω ότι  μ2 = μ3 = μ
                                                                       P[N1 = i]  P[N2 = j]  P[N3 = 2-i-j]

P[N1 = i , N2 = j , N3 = 2-i-j ]  = 
     
                                                                                    S(2)
όπου 0 ≤ i ≤ 2 και  0 ≤ j ≤ 2 - i
P[N1 = i]  =  (1 – ρ1) ρ1 i        ,   ρ1 = λ(2) / 3μ
P[N2 = j]  =  (1 – ρ2) ρ2 j        ,   ρ2 = λ(2) / 3μ           
P[N3 = 2-i-j] = (1 – ρ3) ρ3 2-i-j ,   ρ3 = λ(2) / 3μ   
Για τις πιθανές καταστάσεις του συστήματος θα χρησιμοποιήσουμε τον συμβολισμό 

(n1 n2 n3) όπου τα n1, n2 και n3 αντιστοιχούν στον αριθμό των μηνυμάτων μου μπορεί να βρίσκονται στην ουρά 1,2 και 3 αντίστοιχα. Αυτές είναι οι εξής:

                   (2,0,0),  (0,2,0),  (0,0,2),  (1,1,0),  (1,0,1), (0,1,1)

Η συνθήκη κανονικοποίησης υπολογίζεται αθροίζοντας πάνω από όλες τις πιθανές καταστάσεις:

           S(2)  = ∑   P[N1 = i]  P[N2 = j]  P[N3 = 2-i-j]
                         = (1 – ρ1) (1 – ρ2) (1 – ρ3) ∑ ρ1 i ρ2 j  ρ3 2-i-j      
=          (1 – ρ1) (1 – ρ2) (1 – ρ3)

  {  ρ12 ρ2 0 ρ3 2-2-0   +   ρ10 ρ22 ρ3 2-0-2   +   ρ10 ρ2 0 ρ3 2-0-0           
      ρ11 ρ2 1 ρ3 2-1-1   +   ρ11 ρ2 0 ρ3 2-1-0   +   ρ10 ρ2 1 ρ3 2-0-1   } 

=  (1 – ρ1) (1 – ρ2) (1 – ρ3) ( ρ12 + ρ22 + ρ32 +  ρ1 ρ2 +  ρ1 ρ3 + ρ2 ρ3 )  

= (1 – ρ1) (1 – ρ2)2 ( ρ12 + 3 ρ22 +  2 ρ1 ρ2 )   ,   αφού ρ2 = ρ3
Τελικά:

                                                    (1 – ρ1) ρ1 i   (1 – ρ2) ρ2 j    (1 – ρ3) ρ3 2-i-j           
P[N1 = i , N2 = j , N3 = 2-i-j ]  =
     
                                                      (1 – ρ1) (1 – ρ2)2 ( ρ12 + 3 ρ22 +  2 ρ1 ρ2 )  

Ο ρυθμός με τον οποίο τα μηνύματα εισέρχονται στο σύστημα μετάδοσης είναι:

                               λ1 = λ ( 1 – P[N1 = 0] )  ,

P[N1 = 0]  =   P[N = (0,2,0)]  +  P[N = (0,0,2)]  +  P[N = (0,1,1)]

             =      3ρ22 / ( ρ12 + 3 ρ22 +  2 ρ1 ρ2 )  
Από το παράδειγμα αυτό φαίνεται καθαρά ότι η μεγαλύτερη δυσκολία παρουσιάζεται στον υπολογισμό του S(I). Τα πράγματα γίνονται ακόμα πιο δύσκολα όσο το μέγεθος του δικτύου αυξάνεται. Στη συνέχεια θα παρουσιάσουμε μια μέθοδο για τον υπολογισμό των μέσων τιμών που μας ενδιαφέρουν, χωρίς να απαιτείται ο υπολογισμός αυτής της σταθεράς. Η μέθοδος ονομάζεται ανάλυση μέσης τιμής και  βασίζεται στο παρακάτω θεώρημα:

Έστω ένα κλειστό δίκτυο ουρών με Ι πελάτες. Κατά την άφιξη ενός πελάτη στην   ουρά j η συνάρτηση μάζας πιθανότητας του συστήματος σε σταθερή κατάσταση είναι η ίδια με αυτή  που θα είχε, αν οι πελάτες σε αυτό ήταν Ι-1.

Έστω λοιπόν Ε[Νj(I)] ο μέσος αριθμός των πελατών στην j ουρά, σε ένα κλειστό δίκτυο με Ι πελάτες, Ε[Τj(I)] ο μέσος χρόνος καθυστέρησης σε αυτήν και λj(I) ο μέσος ρυθμός άφιξης πελατών. Ο μέσος χρόνος καθυστέρησης  για ένα πελάτη θα ισούται με το χρόνο αναμονής του συν το χρόνο εξυπηρέτησης του:

Ε[Τj(I)]  = ( Ε[τj(I)] * μέσο αριθμό πελατών στην ουρά )   +  Ε[τj(I)]  

              =  ( Ε[τj(I)] * Ε[Νj(I-1)]  )   +   Ε[τj(I)]       ,   Ε[τj(I)]  = 1/μ
              =    ( 1 + Ε[Νj(I-1)]  ) / μ                                         σχέση 1.

Επίσης από το νόμο του Little είναι:

            Ε[Νj(I)]  =  λj(I) Ε[Τj(I)]  =  λ(I) πj Ε[Τj(I)]  
To άθροισμα όλων των πελατών στις Κ ουρές του δικτύου θα ισούται με Ι οπότε έχουμε:

                                   Κ                                    Κ

               Ι  = ∑ Ε[Νj(I)]  = ∑ λ(I) πj Ε[Τj(I)]                    σχέση 2.

                                  j=1                                j=1

                                   Ι

             => λ(I) =                 Κ
     σχέση 3.

                           ∑  πj Ε[Τj(I)]  
                                                                     j=1
Η ανάλυση μέσης τιμής χρησιμοποιεί τις σχέσεις 1., 2. και 3. σχηματίζοντας τον παρακάτω αλγόριθμο:

    1. Υπολογίζουμε τα πj από τη σχέση:

                                                    K
                                 πk  =   ∑ πj pjk   
                                                                            j=1
2.  Για   Ι = 0 , τότε Ε[Νj(I)]  =  0           ,    j = 1,2,…,K
3.  for I = 1: K

              Ε[Τj(I)]   = 1/μj   +    Ε[Νj(I-1)]  ) / μj   

                                     Ι
                  λ(I) =    

                                              Κ
     
                           ∑  πj Ε[Τj(I)]  

                                                                     j=1                                            

                Ε[Νj(I)]  =  λj(I) Ε[Τj(I)]                ,    j = 1,2,…,K
Παρατηρούμε ότι ο αλγόριθμος αρχίζει από ένα άδειο σύστημα και στη συνέχεια χτίζει ένα δίκτυο με τον επιθυμητό αριθμό πελατών, χρησιμοποιώντας τις παραπάνω σχέσεις. Η μέθοδός αυτή απλοποιεί την ανάλυση των κλειστών δικτύων, σε σχέση με την ανάλυση στα προηγούμενα δύο παραδείγματα και είναι ιδιαίτερα χρήσιμη όταν το μέγεθος του δικτύου είναι μεγάλο.
Αλυσίδες Δρομολόγισης 

 Έστω το παρακάτω κλειστό δίκτυο ουρών.
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Με pij συμβολίζουμε την πιθανότητα ενός πελάτη να μεταβεί από την ουρά  i στην j. Η πιθανότητα pij  μας  επιτρέπει να εκφράσουμε την κίνηση ενός πελάτη από ουρά σε ουρά ακολουθώντας ένα ιδιαίτερο μονοπάτι (routing) με το να θέσουμε την τιμή των πιθανοτήτων όπως θέλουμε. Για παράδειγμα, μπορούμε να υποχρεώσουμε έναν πελάτη να ακολουθήσει το μονοπάτι  ουρά 1( ουρά 2 ( ουρά 4 ( ουρά 1, θέτοντας τις πιθανότητες p12 = p24 = p41 = 1.

Γενικά, για ένα κλειστό δίκτυο Μ ουρών ορίζουμε ένα πίνακα ΜxM με τις πιθανότητες μετάβασης που περιγράφουν την κίνηση μέσα σε αυτό.
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Για κάθε σειρά του παραπάνω πίνακα ισχύει :   
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που σημαίνει ότι από την ουρά  i, ο πελάτης θα πρέπει αναγκαστικά να μεταβεί σε κάποια από τις υπόλοιπες ουρές (δεν εξαφανίζεται). Ο πίνακας για κάθε σειρά του οποίο ισχύει η παραπάνω σχέση ονομάζεται στοχαστικός και μέσω αυτού μπορούμε να ορίσουμε την κίνηση μέσα στο δίκτυο.

Για το δίκτυο του προηγούμενου σχήματος, ο πίνακας  μετάβασης  θα έχει ως εξής:


[image: image373.wmf]11

000

22

111

00

333

11

000

22

11

000

22

00010

P

éù

êú

êú

êú

êú

=

êú

êú

êú

êú

ëû

  
Εάν το throughput μιας ουράς i είναι λi, τότε ο ρυθμός αφίξεων σε μία άλλη ουρά j είναι λipij. Επομένως, εφόσον το σύστημα έχει μια συμπεριφορά ισορροπίας, μπορούμε να υπολογίζουμε τα σχετικά throughputs από τη σχέση (πινάκων):

                                                      λ P = λ

Συγκεκριμένα, για το παραπάνω κλειστό δίκτυο θα είναι:

[ λ1 λ2 λ3 λ4 λ5] 
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Εκφράσαμε λοιπόν τα throughputs συναρτήσει του λ1 και το διάνυσμα λ μπορεί να γραφτεί τελικά ως εξής:

                                    λ = [ α   3α   5α    4α    3α ]

Έστω το παρακάτω ανοιχτό δίκτυο ουρών.
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Με κόκκινο βέλος συμβολίζουμε την κίνηση  προς το εξωτερικό πειβάλλον, ενώ με μπλέ την κίνηση από το εξωτερικό περιβάλλον προς το δίκτυο. Έστω ότι από το εξωτερικό περιβάλλον έχουμε κίνηση Poisson προς τις ουρές 1, 4 και 5 με τους εξής ρυθμούς:
                                 5 πελάτες / ώρα  στην ουρά 1

                                 3 πελάτες / ώρα  στην ουρά 2

                                  2 πελάτες / ώρα  στην ουρά 5

Με βάση την ιδιότητα αποσύνθεσης της διαδικασίας Poisson (βλέπε Παράρτημα) μπορούμε να πούμε ότι ο εξωτερική κίνηση προς το δίκτυο έχει ρυθμό  λο  = 10 πελάτες / ώρα  και διαμοιράζεται στις ουρές με τις εξής πιθανότητες:

                                  0.5 στην ουρά 1

                                  0.3 στην ουρά 2

                                  0.2 στην ουρά 5

Προκειμένου να κατασκευάσουμε τον πίνακα πιθανοτήτων μετάβασης θα χρησιμοποιήσουμε μία επιπλέον γραμμή και στήλη, ώστε να περιγράψουμε την κίνηση από και προς το εξωτερικό περιβάλλον. Γενικά για ένα ανοικτό δίκτυο ΜxM ο στοχαστικός πίνακας θα έχει ως εξής:
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Με κόκκινο χρώμα συμβολίζουμε τις πιθανότες μετάβασης από κάθε μία ουρά του δικτύου προς το εξωτερικό περιβάλλον, ενώ με μπλε τις πιθανότητες μετάβασης από το εξωτερικό περιβάλλον προς αυτές. Οι υπόλοιπες πιθανότητες καθορίζουν την κίνηση εντός του δικτύου. Για το ανοιχτό δίκτυο του σχήματος, ο πίνακας θα έχει ως εξής:
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Για τα throughputs του δικτύου σε κατάσταση ισορροπίας έχουμε:
                                    λ P = λ
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     λ  =  [  λ0    0.5 λ0    0.525 λ0    0.55 λ0   0.6 λ0  0.475 λ0 ]
Κεφάλαιο
4
Μοντέλο Πρόσβασης Τερματικών σε Δίκτυο

Θεωρούμε τα εξής:
1.  Η επικοινωνία στο δίκτυο γίνεται  μέσω πακέτων.

2. Χρήσιμοποιείται το Χ.3 Standard, το οποίο ορίζει το interface ασύγχρονων τερματικών, τα οποία στέλνουν χαρακτήρες οι οποίοι μέσω ενός PAD ( Packet Assembly Disassembly) συλλέγονται και στέλνονται στο δίκτυο ομαδοποιημένοι σε πακέτα.  
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Η PAD συλλέγει χαρακτήρες από τη μια μεριά όπου βρίσκονται τα τερματικά και στέλνει πακέτα από την άλλη προς το δίκτυο. Παρομοίως λαμβάνει πακέτα από το δίκτυο και τα αποστέλλει χαρακτήρα, χαρακτήρα προς τα τερματικά.

Θα ασχοληθούμε με το μοντέλο από τα τερματικά                  Χ.25 Δίκτυο

· Συνθήκες Δημιουργίας πακέτου

1. Ένα πακέτο είναι έτοιμο όταν ένας προκαθορισμένος αριθμός χαρακτήρων έχει  φθάσει ( Προκαθορισμένο Μέγεθος πακέτου) .
2. Ένα πακέτο είναι έτοιμο όταν ένας ειδικός χαρακτήρας έχει φτάσει     (Carriage Return).
3. Ένα πακέτο είναι έτοιμο εφόσον φτάσει ένας ειδικός χαρακτήρας ή όταν έχει περάσει μια προκαθορισμένη ώρα (Time Out) από την λήξη του τελευταίου χαρακτήρα.
· Τρόποι δημιουργίας πακέτου
1. Να μπαίνουν όλοι οι χαρακτήρες στην ουρά σε ένα πακέτο αφού σημειωθεί για  κάθε χαρακτήρα από ποιο τερματικό προέρχεται.
2. Να μπαίνουν όλοι οι χαρακτήρες, οι προερχόμενοι από ένα τερματικό σε ένα πακέτο. Διαφορετικά πακέτα χρησιμοποιούνται για διαφορετικά τερματικά.
Το Χ.25 δίκτυο χρησιμοποιεί εικονικά κυκλώματα για την δρομολόγηση πακέτων, όπου ένα κύκλωμα διατίθεται για την αποστολή για κάθε προορισμό. Τότε ο δεύτερος τρόπος δημιουργίας πακέτου, δηλαδή ένα πακέτο ανά τερματικό, είναι η μόνη που ικανοποιεί το Standard.

Στόχος μας είναι να μοντελοποιηθούν οι καθυστερήσεις των χαρακτήρων που εισέρχονται στην PAD όπου δημιουργούν τα πακέτα και ακολούθως αποστέλλονται στο δίκτυο.

Το πακέτο πρέπει να ληφθεί ολόκληρο πριν χρησιμοποιηθούν οι χαρακτήρες του και αυτό διότι γίνεται κάποιος έλεγχος για λάθη επί του πακέτου πριν χρησιμοποιηθεί. Επομένως, η καθυστέρηση ενός χαρακτήρα θα είναι το άθροισμα της καθυστέρησης για την δημιουργία ενός πακέτου και της καθυστέρησης αποστολής ολόκληρου του πακέτου.

     1η Ουρά                                                                2η Ουρά FCFS 
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Οι αφίξεις στη 2η ουρά, εξαρτώνται από την συνθήκη δημιουργίας των πακέτων. Υποθέτουμε αοιτελούν ανεξάρτητες διαδικασίες (συγχώνευση από διαφορετικές πηγές). Όσο περισσότερα τερματικά είναι συνδεδεμένα στην PAD τόσο πιο ισχυρή είναι η υπόθεση της Poisson.

Για την ανάλυση του συστήματος χρησιμοποιούμε τις παρακάτω παράμετρους:

λ :  Ο ρυθμός εισαγωγής χαρακτήρων από κάθε τερματικό.
c :  Ο ρυθμός αποστολής στη  2η ουρά  σε char/sec.

M:  Αριθμός χαρακτήρων σε ένα πακέτο

κ:   Αριθμός από τερματικά.

p:  Πιθανότητα ότι ένας χαρακτήρας είναι ειδικός χαρακτήρας.

Η:  Ο Αριθμός από Overhead χαρακτήρες που χρειάζονται για να γίνει ένα πακέτο.

· Προκαθορισμένο μέγεθος πακέτου 

Η καθυστέρηση στην 1η ουρά είναι αυτή για την συλλογή του προκαθορισμένου αριθμού χαρακτήρων, οπότε θα ισούται με τον αριθμός των χαρακτήρων επί τον χρόνο αποστολής μεταξύ αυτών.

Η καθυστέρηση στην 2η ουρά προέρχεται από την αποστολή των πακέτων. Το Input σε αυτή την ουρά είναι η συλλογή διαδικασιών Erlang (μια για κάθε τερματικό), την οποία θεωρούμε Poisson. Η εξυπηρέτηση είναι καθορισμένη. Επομένως η ουρά είναι M|D|1.

Έστω Μ ο αριθμός των χαρακτήρων σε ένα πακέτο. Ο πρώτος χαρακτήρας πρέπει να περιμένει κατά μέσο όρο Μ-1 χρονικά διαστήματα μεταξύ πακέτων (πριν ολοκληρωθεί το πακέτο και επομένως αποσταλεί). Παρομοίως, ο τελευταίος χαρακτήρας δεν περιμένει καθόλου. Ταιριάζουμε δύο-δύο χαρακτήρες, τον τελευταίο με τον πρώτο, τον προτελευταίο με το δεύτερο κ.ο.κ. Ο συνολικός χρόνος είναι:
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                        Το 1/λ είναι ο χρόνος μεταξύ αφίξεων χαρακτήρων

                                                                            

Χρόνος που πρέπει να περιμένει κάθε ζεύγος χαρακτήρων. Το ζεύγος το εκφράζουμε με το Μ/2.

Εάν ο Μ είναι περιττός  τότε προσθέτουμε ακόμη ένα  
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 που είναι η καθυστέρηση του χαρακτήρα στη μέση (εφόσον δημιουργήσουμε τα ζεύγη). Θα έχουμε  
[image: image408.wmf]2

1

-

M

 ζεύγη, άρα:

          
[image: image409.wmf]2

1

-

M

 (Μ-1) 
[image: image410.wmf]l

1

  +   
[image: image411.wmf]2

1

-

M

  
[image: image412.wmf]l

1

     =  
[image: image413.wmf]l

2

1

-

M

 (Μ-1+1)    =    
[image: image414.wmf]l

2

)

1

(

M

M

-


Παράδειγμα

 5 χαρακτήρες ,  λ=1         
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Χρονικά διαστήματα που περιμένουν:
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Μέσος χρόνος καθυστέρησης ενός χαρακτήρα στην 1η ουρά 

  Wi   =   
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Ρυθμός άφιξης πακέτων στην 2η ουρά :   
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Χρόνος μετάδοσης του πακέτου : 
[image: image420.wmf]c

H

M

+


Μέσος  χρόνος καθυστέρησης στην 2η ουρά :  Wο  =     
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Μέσος χρόνος καθυστέρησης ενός χαρακτήρα μέχρι την αποστολή του

        W    =   
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· Carriage Return

Η καθυστέρηση στην 1η ουρά είναι αυτή που δημιουργείται με την προσμονή ενός ειδικού χαρακτήρα. Υποθέτουμε ότι η πιθανότητα ένας χαρακτήρας που έρχεται  να είναι ένας ειδικός χαρακτήρας είναι τυχαία και ανεξάρτητη.

              Μια τυχαία εκλογή από μια Poisson διαδικασία είναι Poisson.
Επίσης για την 1η ουρά, ο αριθμός των χαρακτήρων σε ένα πακέτο δεν είναι σταθερός, αλλά αποτελεί μία τυχαία μεταβλητή που ακολουθεί τη γεωμετρική κατανομή.

(Pascal)             P[ X = k ]  =  (1-p)k-1  p  
              ,  k = 0,1,2… 

κανονικοί οι πρώτοι k-1             εμφάνιση του ειδικού χαρακτήρα μετά από
χαρακτήρες                                 λήψη k 
Mέσος χρόνος καθυστέρησης ενός χαρακτήρα στην 1η ουρά 

                1              (                                           1           (                m-1

 Wi  =                      Σ  m Wi | m P [m]  =                     Σ  m                      P[m]

                m            m=1                                       m         m=1              2λ


                                                                          __       
όπου  m   = μέσος αριθμός χαρακτήρων ανά πακέτο,   m = 1/p.    
                 p              (                                                1               1           

 Wi  =                      Σ  m (m-1) p (1-p) m-1  =                - 

                2λ            m=1                                            λp              λ      
                                                                                       Ένας χαρακτήρας δεν περιμένει

                                                                                        για το δικό του χρόνο άφιξης

                                                                    Άφιξη ειδικών χαρακτήρων, οι 

                                                                   οποίοι ακολουθούν Poisson κατανομή

Εάν p=1 τότε  Wi  =0, το οποίο είναι ότι περιμένουμε

Η καθυστέρηση στην 2η ουρά εξαρτάται από τον ερχομό του ειδικού χαρακτήρα και άρα είναι Poisson. Η διαδικασία εξυπηρέτησης είναι επίσης εκθετική (είναι γεωμετρική αλλά η συνεχής αντίστοιχη κατανομή είναι εκθετική). Επομένως η 2η ουρά είναι M|M|1.

Mέσος χρόνος καθυστέρησης ενός χαρακτήρα στην 2η ουρά 

               (1/p + H) / c
 W0 = 

1- λκp ( 1/p + Η)

                  c

· Time Out

Ένα Time out προσδιορίζει το τέλος του πακέτου ή τη λήψη ειδικού χαρακτήρα. Η περίπτωση αυτή είναι αρκετά περίπλοκη και δεν θα την εξετάσουμε.

Δίκτυο Μεταγωγής Μηνύματος

Θεωρούμε ένα δίκτυο μεταγωγής μηνυμάτων το οποίο αποτελείται από Μ κανάλια και Ν κόμβους. Υποθέτουμε ότι τα Μ κανάλια είναι αξιόπιστα, χωρίς θόρυβο και ότι η χωρητικότητα του καναλιού i είναι Ci bps. Oι Ν κόμβοι ανταποκρίνονται στα κέντρα όπου γίνεται η επεξεργασία των μηνυμάτων και πραγματοποιούνται όλες οι ενέργειες μεταγωγής, όπως η δρομολόγηση, η επιμέρους αποθήκευση κτλ. Υποθέτουμε ότι είναι αξιόπιστοι και ότι ο χρόνος επεξεργασίας σε κάθε κόμβο είναι σταθερός και ίσος με Κ. 

Υποθέτουμε επίσης ότι η (εξωτερική) κίνηση που εισέρχεται στο δίκτυο αποτελεί μία διαδικασία  Poisson με ρυθμό γjk  mps (messages per second) για εκείνα τα μηνύματα που προέρχονται από τον κόμβο j και έχουν προορισμό τον κόμβο k. Ο συνολικός εξωτερικός ρυθμός κίνησης θα είναι:
                                          γ = 
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Θεωρούμε ότι το μέγεθος των μηνυμάτων ακολουθεί εκθετική κατανομή με μέση τιμή 1/μ bits per message. Προκειμένου να εξυπηρετηθούν τα μηνύματα αυτά θα υποθέσουμε ότι όλοι οι κόμβοι του δικτύου έχουν απεριόριστη δυνατότητα αποθήκευσης. Τέλος, για ευκολία στους υπολογισμούς θα θεωρήσουμε ότι για ένα δεδομένο ζευγάρι αφετηρίας–προορισμού ( j(k ) μέσα στο δίκτυο, υπάρχει μόνο ένα μονοπάτι.

Σε δίκτυα μεγάλων ταχυτήτων, τα οποία καλύπτουν μεγάλες γεωγραφικές εκτάσεις, είναι σημαντικό να εισάγουμε τον χρόνο διάδοσης Pi που χρειάζεται ένα bit προκειμένου να ταξιδέψει πάνω από το κανάλι i. Aν το μήκος του καναλιού είναι li km, τότε Pi = li / u, όπου u η ταχύτητα του φωτός. Επομένως για ένα μήνυμα μεγέθους b bits ο συνολικός χρόνος που καταλαμβάνει το κανάλι i είναι: 

                                               (  Pi  +  b/Ci  )  sec

Παρατηρήστε ότι η τυχαιότητα στον χρόνο εξυπηρέτησης από τον server (κανάλι) δεν εξαρτάται από αυτόν, αλλά από το μήνυμα, από τη στιγμή που το μέγεθος του b αποτελεί μια τυχαία μεταβλητή.

Από τη στιγμή που κάθε κανάλι στο δίκτυο μπορεί να θεωρηθεί ως ένας ξεχωριστός server, υιοθετούμε τον συμβολισμό λi, ως το μέσο αριθμό μηνυμάτων ανά δευτερόλεπτο που ταξιδεύουν πάνω από το κανάλι i. Ο συνολικός ρυθμός κίνησης εντός του δικτύου θα είναι: 

                                                                  λ = 
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Στη συνέχεια της μελέτης θα λέμε ότι ένα μήνυμα είναι τύπου j(k αν προέρχεται από τον κόμβο j και έχει προορισμό τον κόμβο k.

Ως χρόνο καθυστέρησης, θεωρούμε τον χρόνο που ξοδεύει το μήνυμα μέσα στο δίκτυο. Στόχος μας είναι να υπολογίσουμε το μέσο χρόνο καθυστέρησης Τ που αποτελεί ένα από τα βασικά κριτήρια αξιολόγησης. 

Αν  Ζjk = Ε [ χρόνος καθυστέρησης μηνύματος τύπου j(k], τότε ο μέσος χρόνος καθυστέρησης θα είναι:

                              Τ   = 
[image: image428.wmf]å

=

N

j

1



 EMBED Equation.3  [image: image429.wmf]å
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 Ζjk,              σχέση 1.

από τη στιγμή που το 
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εκφράζει της συνολικής εξωτερικής κίνησης θα υποστεί κατά μέσο όρο καθυστέρηση Ζjk. Σημειώστε ότι η παραπάνω σχέση αποτελεί μία αποσύνθεση του δικτύου με βάση τα ζευγάρια αφετηρίας – προορισμού.  

Έστω αjk το μονοπάτι που παίρνουν τα μηνύματα τύπου j(k. Το κανάλι i χωρητικότητας Ci περιέχεται στο αjk  το διασχίζουν τα μηνύματα  τύπου j(k. Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι το Ci ανήκει στο αjk ( Ci є αjk  ). Με βάση αυτά ο ρυθμός κίνησης λi πάνω στο κανάλι i θα είναι ίσος με το άθροισμα όλων των μέσων ρυθμών κίνησης από τα μονοπάτια που το περιέχουν:

                             λi   =        ∑     γjk                σχέση 2.
                                       { (j,k): Ci є αjk }
To Ζjk είναι το άθροισμα των μέσων καθυστερήσεων Ti που συναντούν τα μηνύματα χρησιμοποιώντας τα διάφορα κανάλια του μονοπατιού αjk :

                            Ζjk   =   ∑      Ti                        σχέση 3.
                                        i: Ci є αjk 
To Ti αποτελεί το μέσο χρόνο αναμονής (μέχρι τη χρήση) και χρήσης του καναλιού i.

Από τις σχέσεις  1.και 3. προκύπτει:
                             Τ   = 
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        ∑   Ti                        
                                                                                  i: Ci є αjk
Με εναλλαγή των αθροισμάτων η συνθήκη πάνω στο i μετατρέπεται στην συνθήκη για τα (j,k):
                             Τ   = 
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      ∑           γjk                           
                                                             { (j,k): Ci є αjk }
Tέλος, από τη σχέση 2 προκύπτει:    Τ   =  
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Αυτό που πετύχαμε μέχρι τώρα είναι την αποσύνθεση του Τ στους χρόνους μέσης καθυστέρησης που προέρχονται από κάθε κανάλι ξεχωριστά. Στόχος μας τώρα είναι ο υπολογισμός των επιμέρους Ti. Ο L. Kleinrock μοντελοποίησε το πρόβλημα ως ένα δίκτυο Jackson, παρά το γεγονός ότι ο εκθετικά κατανεμημένος χρόνος εξυπηρέτησης σε διαφορετικούς κόμβους δεν είναι ανεξάρτητος. Η εξάρτηση του χρόνου μεταξύ αφίξεων και εξυπηρέτησης συνεχόμενων μηνυμάτων που ακολουθούν το ίδιο μονοπάτι δεν εφαρμόζεται ακριβώς στην περίπτωση του δικτύου όπου κάθε μήνυμα έρχεται σε ένα κόμβο, συνήθως από διαφορετικό κανάλι και φεύγει από τον κόμβο ακολουθώντας ένα από τα πολλά κανάλια, τα οποία εξέρχονται του κόμβου. Μετά από ένα μεγάλο αριθμό προσομοιώσεων κατέληξε στο εξής συμπέρασμα:

· Υπόθεση Ανεξαρτησίας
Κάθε φορά που ένα μήνυμα λαμβάνεται σε ένα κόμβο στο δίκτυο, ένα καινούριο μήκος b του δίνεται, ανεξάρτητο από το παλιό, με συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας   f(b) = μe-μb ,     b(0  

Έστω τώρα ότι Pi = 0 (ο χρόνος διάδοσης) και K = 0 ( ο χρόνος επεξεργασίας ). Με βάση την υπόθεση ανεξαρτησίας μεταξύ των χρόνων εξυπηρετήσεως σε διαφορετικούς κόμβους, από το θεώρημα του Jackson γνωρίζουμε ότι το κανάλι i μπορεί να μοντελοποιηθεί ως μια Μ/Μ/1 ουρά με ρυθμό αφίξεων λi και ρυθμό εξυπηρέτησης μCi. Αν ισχύει η συνθήκη σταθερότητας λi < μCi, τότε τα  Ti  ορίζονται ως:
                                           Ti  =  
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Στην περίπτωση που Pi ≠ 0 και Κ > 0  τότε:     Ti  = 
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  +   Pi  +   Κ               
και                          Τ   =  
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  +   Pi  +   Κ               σχέση 4.
Πρόβλημα Ανάθεσης Χωρητικότητας 

 Δεδομένα                 : { λi } και η τοπολογία του δικτύου        

 Ελαχιστοποίηση     : Τ

 Βάσει του                : { Ci }   
 Υπό τη συνθήκη      :    D = 
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Για τη λύση του προβλήματος θα κάνουμε χρήση των πολλαπλασιαστών Lagrange.

Στη γενική περίπτωση, το πρόβλημα διατυπώνεται ως εξής:

Έστω f(x1,…xn ) μια συνάρτηση της οποίας αναζητούμε τις ακραίες τις τιμές, όταν οι μεταβλητές της περιορίζονται από έναν αριθμό συνθηκών: 

                            g1( x1,…xn ) = 0, … ,  gm( x1,…xn ) = 0   

1. Σχηματίζουμε την γραμμική έκφραση:

                                                                                          m
              h(x1,…xn )  =  f(x1,…xn )  + ∑  βk gk( x1,…xn )   ,

                                                                                          k=1
   όπου τα  β1, β2 ,…, βm  είναι m σταθερές που καλούνται πολλαπλασιαστές Lagrange.
2. Παραγωγίζουμε την h ως προς κάθε xi  και θεωρούμε το παρακάτω σύστημα n+m  

    εξισώσεων:

        [ ∂ h(x1,…xn )  /   ∂ xi ]  =  0    , i = 1,…,n 

        gk( x1,…xn )   =  0                    , k = 1,…,m
O Lagrange διαπίστωσε ότι αν το σημείο (x1,…xn )  αποτελεί λύση του προβλήματος, τότε θα ικανοποιεί επίσης και τις n+m εξισώσεις. Στην πράξη προσπαθούμε να λύσουμε το παραπάνω σύστημα ως προς τους n+m αγνώστους (x1,…xn ) και (β1, β2 ,…, βm ). Στη συνέχεια πρέπει να καθορίσουμε αν το  (x1,…xn ) αποτελεί μέγιστο ή ελάχιστο ή τίποτα από τα δύο.

Επανερχόμαστε τώρα πίσω στο αρχικό πρόβλημα βελτιστοποίησης. Χωρίς βλάβη της γενικότητας θεωρούμε ότι Pi = 0 και K = 0. Θέτοντας ρi = λi/μ από τη σχέση 4. προκύπτει:                                                             
                      Τ   =  
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Η συνθήκη σταθερότητας το τώρα είναι ρi < Ci και μάλιστα προκύπτει ότι:                  
                                 D   =    
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Στη συνέχεια ορίζουμε:                                                      
 f(C1,…, CM)   =       
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όπου β ο πολλαπλασιαστής Lagrange. Έπειτα, λύνοντας την εξίσωση:

           [∂ f(C1,…, CM)  / ∂ Ci ] = 0     για κάθε  i  προκύπτει: 

          Ci = ρi  +  √ ρi  / (γβ)       ,       i = 1,…,M                     σχέση 6.
Αυτό που μένει τώρα είναι να καθορίσουμε τον άγνωστο β. Από την εξίσωση της συνθήκης του προβλήματος και τη σχέση 6 έχουμε:

                                                                                             Μ
         1                                       D   -    ∑   ρi    

                          =                                  i=1                               σχέση 7.
                                                                                         Μ 

   √ γβ                           ∑ √ ρi
                                                                                         i=1
Tέλος,  από τις σχέσεις 6. και 7. προκύπτει:

                   √ ρi                                                    Μ

   Ci   =  ρi  +                                                           D   -    ∑ ρi  
                                                  Μ                                      i=1
                   ∑ √ ρi
                                                 i=1
Παράρτημα
Α
Δεσμευμένη Πιθανότητα

Η πιθανότητα να πραγματοποιηθεί το γεγονός Β υπό την προϋπόθεση ότι πραγματοποιείται το γεγονός Α είναι:

       P(B|A) =  
[image: image454.wmf])
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  , P(A) > 0    (1)  

Αν τα Α, Β είναι ανεξάρτητα, τότε: P(AB) = P(A)P(B) και P(B|A) = P(B), δηλαδή το Β πραγματοποιείται ανεξάρτητα με το αν πραγματοποιείται το Α ή όχι.

Αν τα Α, Β είναι ξένα μεταξύ τους, τότε: P(AB) = 0 και  P(B|A) = 0.

Από την (1) προκύπτει:

                  P(AB) = P(A)P(B|A)     

Η σχέση αυτή χρησιμεύει για τον υπολογισμό της πιθανότητας της σύμπτωσης 2 γεγονότων Α, Β όταν πραγματοποιείται πρώτα το Α και μετά το Β.

Για τα γεγονότα Α1, Α2, … , Αn που πραγματοποιούνται με αυτήν τη χρονολογική σειρά, η πιθανότητα να έχουμε σύμπτωση αυτών είναι:

P(Α1,Α2,…,Αn) = P(An |An-1An-2…A1) …. P(A3|A2A1) P(Α2|A1) P(A1) 

Έστω ότι τα γεγονότα Α1, Α2, … , Αn  είναι ανεξάρτητα και Ε ένα γεγονός που μπορεί να συμβαίνει ταυτόχρονα με κάθε ένα από αυτά. Τότε:

P(E)  =  P(A1) P(E | A1)  +  P(A2) P(E | A2)  +  ….  +  P(An) P(E | An)   
            =    
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H δεσμευμένη πιθανότητα πραγματοποίησης του γεγονότος Αk, όπου k = 1,2,…,n , υπό την προϋπόθεση ότι ισχύει το γεγονός Ε είναι:

   P(Aκ | Ε )   =    
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Η παραπάνω σχέση αποτελεί το νόμο του Bayes.
Κατανομή Bernoulli
Μοντελοποιεί ένα πείραμα με 2 δυνατά αποτελέσματα. Συνήθως αναθέτουμε στην τυχαία μεταβλητή Χ την τιμή 1 όταν έχουμε “επιτυχία” με πιθανότητα p και την τιμή 0 όταν έχουμε “αποτυχία” με πιθανότητα 1-p.

                  E[ X ]  =  p    
                  VAR[ X ] =  p(1-p)

Διωνυμική Κατανομή
Η διωνυμική τυχαία μεταβλητή αποτελεί το άθροισμα n μεταβλητών Bernoulli και μετρά την πιθανότητα να εμφανιστεί το γεγονός Α  k φορές.      
                P[ X = k ]  =   ( n k )    pk      (1-p) n-k    ,  k = 0,1,2,…,n
όπου  ( n k ) αποτελεί το πλήθος των τρόπων με τους οποίους μπορεί να εμφανιστεί 

k φορές το γεγονός Α μέσα από n πειράματα
                 E[ X ]  = np

                 VAR[ X ]  = np(1-p)

Γεωμετρική Κατανομή
Μετρά τoν αριθμό των δοκιμών Bernoulli μέχρι και την πρώτη επιτυχία (γεγονός Α).
P[ X = k ]  =  (1-p)k-1  p  
,  k = 0,1,2… 

αποτυχία στις πρώτες k-1             επιτυχία στην προσπάθεια k
προσπάθειες 

P[ X > k]  = 
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   =   (1 – p)k    
Η γεωμετρική τυχαία μεταβλητή, είναι η μόνη από τις διακριτές τυχαίες μεταβλητές που παρουσιάζει την ιδιότητα έλλειψης μνήμης:

P[X > k+j | X > j]  =  P[ X > k+j ∩ X > j]  /  P[ X > j ]

                              =  P[ X > k+j ] / P[X > j]

                              = (1 – p )k+j  / (1-p)j  

                              =  (1-p)k
                               =  P[ X > k]
Επομένως, αν δεν έχει σημειωθεί επιτυχία στις j πρώτες δοκιμές, η πιθανότητα να χρειαστεί να πραγματοποιηθούν k ακόμα δοκιμές είναι η ίδια με την πιθανότητα να πραγματοποιηθούν k δοκιμές εξ’ αρχής.

                 E[ X ]  = 1 / p
                 VAR[ X ]  = (1-p) / p2

Πολλές φορές ενδιαφερόμαστε για τον αριθμό των αποτυχιών (γεγονότα Α’) μέχρι την εμφάνιση της πρώτης επιτυχίας:

P[ X = k ]  =  (1-p)k p  
,  k = 0,1,2… 

αποτυχία στις πρώτες k             επιτυχία στην προσπάθεια k+1

προσπάθειες

             E[ X ]  =   (1 – p) / p                                  
             VAR[ X ]   =  (1-p) / p2
Κατανομή Poisson
Μοντελοποιεί τον αριθμό των συμβάντων σε ορισμένο χωρικό η χρονικό διάστημα και έχει συνάρτηση μάζας πιθανότητας:

P[ X = k ] =  
[image: image464.wmf]!
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 e-λ   , k = 0,1,2,....  &  λ >0.

Η παράμετρος λ είναι ανάλογη του μήκους του διαστήματος. Για παράδειγμα, ο αριθμός των κλήσεων οι οποίες φθάνουν σε ένα τηλεφωνικό κέντρο σε μια μέρα είναι τυχαία μεταβλητή που ακολουθεί κατανομή Poisson με παράμετρο λ. Ο αριθμός κλήσεων, οποίες φθάνουν στο ίδιο τηλεφωνικό κέντρο σε διάστημα 3 ημερών, ακολουθεί την κατανομή Poisson με παράμετρο 3λ.

Επίσης, η συνάρτηση μάζας πιθανότητας της τυχαίας μεταβλητής Poisson αποτελεί τη σύγκλιση ενός  μεγάλου αριθμού δοκιμών Bernoulli, όταν η πιθανότητα  επιτυχίας διατηρείται μικρή:

              P [ X = k ]  =  ( n k )  pk  (1-p) n-k    ≈  
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 όταν n ( ∞   και   λ = np
                            E[ X ]  =  λ        VAR[ X ] =  λ

Εκθετική Κατανομή 

Η εκθετική τυχαία μεταβλητή συνήθως μοντελοποιεί τον χρόνο που μεσολαβεί μεταξύ διάφορων γεγονότων, όπως για παράδειγμα το διάστημα μεταξύ των αφίξεων των πελατών σε μια ουρά αναμονής. Επίσης χρησιμοποιείται και στην μοντελοποίηση του χρόνου ζωής διαφόρων συστημάτων και συσκευών.

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της μεταβλητής είναι:


0          ,  x <0

fX(x) =

 
λe-λx     ,  x ≥ 0
και η συνάρτηση κατανομής πιθανότητας είναι:

 
                      0                ,  x <0

FX(x) = P[ X ≤ x ]  =  

 
                      1 - e-λx     ,  x ≥ 0 

P[ X > x] = 1 - P[ X ≤ x ] =  e-λx     
H παράμετρος λ καθορίζει τον ρυθμό με τον οποίο συμβαίνουν τα γεγονότα, οπότε η πιθανότητα να συμβεί ένα γεγονός εντός του χρόνου x αυξάνεται με την αύξηση του

λ. Η εκθετική αποτελεί τη μόνη συνεχή τυχαία μεταβλητή που παρουσιάζει την ιδιότητα έλλειψης μνήμης:

P[ X > t+h | X > h ]   =  P[ X > t+h ∩ X > h] / P[X > h]

                                  =  P[ X > t+h ] / P[ X > h ]

                                  =  e-λ(t+h) / e-λh
                                  =  e-λt

                                  =  P[ X > t]              
             E[ X ]  =  1/λ
            VAR[ X ]  =  1/λ2
Χρήσιμες Σειρές 
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Στοχαστικές Διαδικασίες 

Μια στοχαστική διαδικασία, { Χ(t) | t E T } είναι μια συλλογή τυχαίων μεταβλητών. Δηλαδή, για κάθε τιμή του t στο σύνολο Τ, η  Χ(t) αποτελεί μια τυχαία μεταβλητή. Αν το σύνολο Τ  είναι μετρίσιμο, τότε η στοχαστική διαδικασία χαρακτηρίζεται ως διακριτού χρόνου και συμβολίζεται ως Χn. Διαφορετικά, χαρακτηρίζεται ως συνεχούς χρόνου.

Οι τιμές που παίρνει η Χ(t) καλούνται καταστάσεις και το σύνολο των πιθανών κατά-

στάσεων καλείται χώρος καταστάσεων. Αν ο χώρος καταστάσεων είναι διακριτός, η 

στοχαστική διαδικασία χαρακτηρίζεται ως αλυσίδα. 

Για μια συγκεκριμένη χρονική στιγμή t1 η στοχαστική διαδικασία Χ(t) αποτελεί μια τυχαία μεταβλητή, την Χ(t1), που περιγράφει την κατάσταση της διαδικασίας τη χρονική στιγμή t1. Για μια συγκεκριμένη τιμή x1, η πιθανότητα του γεγονότος: 

                                     [Χ(t1) ≤  x1] 

δίνεται από τη συνάρτηση κατανομής πιθανότητας:

                                    F[x1 ; t1] = P[Χ(t1) ≤  x1]

Η F[x1 ; t1] αποτελεί τη συνάρτηση κατανομής πιθανότητας πρώτης τάξης της στοχαστικής  διαδικασίας Χ(t). Για 2 χρονικές στιγμές t1 και t2 ορίζουμε την από κοινού συνάρτηση κατανομής πιθανότητας δεύτερης τάξης της Χ(t) ως:

                                    F[x1,x2 ; t1,t2] = P[ Χ(t1) ≤  x1, Χ(t2) ≤  x2 ]

Γενικά, η n-οστής τάξη από κοινού συνάρτηση κατανομής πιθανότητας ορίζεται ως 

εξής:

            F[ x1,x2,…,xn ; t1,t2,…,tn ] = P[ Χ(t1) ≤  x1,  Χ(t2) ≤  x2,…, Χ(tn) ≤  xn ]

   =>    F[ x ; t ] = P[ Χ(t1) ≤  x1,  Χ(t2) ≤  x2,…, Χ(tn) ≤  xn ] , 

όπου x = ( x1,x2,…,xn ) e Rn  και t = ( t1,t2,…,tn ) e Tn , τ.ω. t1 < t2 < … < tn.
Αυστηρά  στατική στοχαστική διαδικασία 

Μια στοχαστική διαδικασία { Χ(t) | t E T }ονομάζεται αυστηρά στατική, αν για την 

n-οστής τάξη από κοινού συνάρτηση κατανομής πιθανότητας ικανοποιείται η παρα-

κάτω σχέση:

                            F[ x ; t ]  = F[ x ; t + τ  ] 

Με τον παραπάνω συμβολισμό εννοούμε ότι η παράμετρος τ  προστίθεται σε καθένα από τα στοιχεία του πίνακα t.Για τη συνάρτησης κατανομής πιθανότητας πρώτης τά-

ξης θα είναι:

                 F[x ; t] =  F[x ; t + τ] 

Επομένως για τη μέση τιμή της στοχαστικής διαδικασίας θα είναι:

                 μ( t ) = E[ X( t ) ] = μ , ανεξάρτητη του χρόνου 

Παράρτημα
B
Στοχαστική Διαδικασία Bernoulli
Θεωρούμε μια ακολουθία ανεξάρτητων δοκιμών Bernoulli και έστω η διακριτή τυχαία μεταβλητή Yi να δηλώνει το αποτέλεσμα κάθε δοκιμής παίρνοντας τις τιμές 1 και 0, ανάλογα με το αν έχουμε επιτυχία (πιθανότητα p) ή αποτυχία (πιθανότητα 1-p) στην i-οστή δοκιμή αντίστοιχα.

Η στοχαστική διαδικασία {Yi | i = 1,2,…} αποτελεί μία διαδικασία Bernoulli διακριτού χρόνου και χώρου. Εφόσον οι  Yi είναι τυχαίες μεταβλητές Bernoulli (και μάλιστα ανεξάρτητες ) ισχύουν:

                       Ε[Yi] = p    &   VAR[Yi] = p(1-p)

Στοχαστική Διαδικασία Poisson
Θεωρήστε μια κατάσταση στην οποία γεγονότα συμβαίνουν σε τυχαίες χρονικές στιγμές, με ένα μέσο ρυθμό λ γεγονότα / δευτερόλεπτο. Για παράδειγμα , ένα γεγονός θα μπορούσε να είναι η άφιξη ενός πελάτη σε ένα σταθμό εξυπηρέτησης.

Έστω Ν(t) είναι ο αριθμός των αφίξεων σε ένα χρονικό διάστημα (0,t). Ας υποθέσουμε ότι αυτό το χρονικό διάστημα διαιρείται σε n υποδιαστήματα πολύ μικρής διάρκειας δ = t/n και ότι ισχύουν οι παρακάτω 2 συνθήκες:

1. Η πιθανότητα να υπάρξει πάνω από μία άφιξη σε 1 υποδιάστημα είναι αμελητέα σε σχέση με την πιθανότητα να υπάρξει μία άφιξη ή και καμία. Επομένως το γεγονός ύπαρξης ή όχι μιας άφιξης σε ένα υποδιάστημα, μπορεί να μοντελοποιηθεί από μια τυχαία μεταβλητή Bernoulli.

2. Ανεξάρτητα με το αν υπάρξει ή όχι άφιξη σε κάποιο υποδιάστημα, το γεγονός αυτό δεν θα επηρεάζει το τι θα συμβεί στα υποδιαστήματα που θα ακολουθήσουν. Άρα, οι μεταβλητές Bernoulli είναι μεταξύ τους ανεξάρτητες.

Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι η διαδικασία N(t) μπορεί να προσεγγιστεί από μία διωνυμική, η οποία μετρά τον αριθμό των επιτυχιών σε n δοκιμές Bernoulli.Αν η πιθανότητα  να συμβεί μια άφιξη σε ένα υποδιάστημα είναι p τότε ο αναμενόμενος αριθμός των αφίξεων στο διάστημα (0,t) είναι np. Από τη στιγμή που οι αφίξεις πραγματοποιούνται με ρυθμό λ αφίξεις / sec , o μέσος αριθμός των αφίξεων είναι λt. Συνεπώς είναι:
                                        λt = np   

Καθώς  n ( ∞  και p ( 0 ,ενώ το λ = np διατηρείται σταθερό , η διωνυμική κατανομή προσεγγίσει την κατανομή Poisson με παράμετρο λt. Τελικά συμπεραίνουμε ότι ο αριθμός των αφίξεων N(t) στο διάστημα [0,t] ακολουθεί κατανομή Poisson με μέση τιμή  λt:

                            P[ N(t) = k ] =  
[image: image487.wmf]!
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Έστω τώρα  Τ, ο χρόνος μεταξύ των αφίξεων σε μια διαδικασία Poisson.Θεωρούμε και πάλι ότι το διάστημα [0,t] χωρίζεται σε πολύ μικρά υποδιαστήματα δ = t/n. Η πιθανότητα ο χρόνος αυτός να υπερβεί το χρονικό διάστημα των t sec. είναι ίση με την πιθανότητα να μην υπάρξει καμία άφιξη στο [0,t] ( ή αντίστοιχα καμία επιτυχία σε n δοκιμές Bernoulli ): 

                    P[ T > t ] = P[ καμία άφιξη σε t sec. ]

                                    = (1 – p )n  

                            = e – λ t , καθώς  n ( ∞

Δηλαδή ο χρόνος ανάμεσα στα μεσοδιαστήματα των αφίξεων αποτελεί μια τυχαία μεταβλητή, η οποία ακολουθεί την εκθετική κατανομή.
Στη συνέχεια παρουσιάζονται 2 σημαντικές ιδιότητες της κατανομής Poisson:
· Ιδιότητα της υπέρθεσης 
Σύμφωνα με την ιδιότητα της υπέρθεσης, αν k ανεξάρτητες διαδικασίες Poisson Α1…Αk συνδιαστούν σε μία διαδικασια Α = Α1+…+Αk, τότε η Α αποτελεί επίσης μια διαδικασία Poisson με ρυθμό λ = λ1+…+λk, όπου λi είναι ο ρυθμός της διαδικασίας Αi,  i = 1,…,k. 
        

                 Α1
                          . . .                                                                         A
                 Αk
· Ιδιότητα αποσύνθεσης 
Σύμφωνα με την ιδιότητα της αποσύνθεσης αν μια διαδικασία Poisson χωριστεί σε k επίμέρους διαδικασίες, τότε κάθε μία από αυτές είναι επίσης Poisson.
                                                                             p1                    A1
        A
                                                                         . 
                                                                                     .

                                                                  pk                .                  

                                                                       Ak
Αλυσίδες Μarkov
Θεωρούμε μια διακριτή τυχαία μεταβλητή Χn , n = 0,1,… η οποία παίρνει τιμές από ένα μετρήσιμο σύνολο του Z+. Αν  Χn = i , τότε λέμε ότι τη χρονική στιγμή n η διαδικασία βρίσκεται στην κατάσταση i. Υποθέτουμε ότι όποτε η διαδικασία βρίσκεται στην κατάσταση i, υπάρχει η δεσμευμένη πιθανότητα Pij να βρίσκεται έπειτα στην κατάσταση j:

     Pij = [ Χn+1 = j | Xn = in , Xn-1 = in-1 , ... , X0 = i0 ]     
            =  P[ Χn+1 = j | Xn = in ]   (1)

Μια τέτοια στοχαστική διαδικασία είναι γνωστή ως αλυσίδα Markov. Η σχέση (1) δηλώνει ότι η υπό συνθήκη συνάρτηση μάζας πιθανότητας οποιασδήποτε μελλοντικής κατάστασης Χn+1, δεδομένου των παρελθοντικών καταστάσεων Xn, Xn-1, 

 …,X0 και της παρούσας Χn , είναι ανεξάρτητη των παρελθοντικών καταστάσεων και εξαρτάται μόνο από την παρούσα. Επομένως με δεδομένη την παρούσα κατάσταση σε μια αλυσίδα Markov, οι παρελθοντικές και οι μελλοντικές καταστάσεις είναι ανεξάρτητες.

Η πιθανότητα η διαδικασία τις χρονικές στιγμές 0,1,2 να βρίσκεται στις κατάστάσεις x0,x1,x2 αντίστοιχα είναι:

P[ X0 = x0, X1 = x1, X2 = x2]  

   =   P[X2 = x2 | X1 = x1, X0 = x0] P[X1 = x1 | X0 = x0] P[ X0 = x0]

   =   P[X2 = x2 | X1 = x1 ] P[X1 = x1 | X0 = x0] P[ X0 = x0]

   =     P12     P01   P00  ,

όπου P00  η συνάρτηση μάζας πιθανότητας της τυχαίας μεταβλητής X0. Γενικά η από κοινού συνάρτηση μάζας πιθανότητας για n+1 χρονικές στιγμές δίνεται από τη σχέση:

P[ X1 = x1,…, Xn = xn, Xn+1 = xn+1] 

   =  P[Xn+1= xn+1| Xn=xn, … X1 = x1]   P[Xn = xn | Xn-1=xn-1,…,X1 = x1] 
       … P[X1 = x1 | X0 = x0]  P[ X0 = x0]

  =  P[Xn+1= xn+1| Xn=xn]  P[Xn = xn | Xn-1=xn-1] …  P[ X0 = x0]

  =         pn(n+1)       p(n-1)n   ….    p01      p00
Για την εξαγωγή των παραπάνω σχέσεων χρησιμοποιήσαμε τον ορισμό της δεσμευμένης πιθανότητας και την ιδιότητα της αλυσίδας Markov (σχέση 1). Παρατηρούμε λοιπόν ότι η από κοινού συνάρτηση μάζας πιθανότητας για αυθαίρετες χρονικές στιγμές δίνεται από το γινόμενο της  συνάρτησης μάζας πιθανότητας της αρχικής κατάστασης με τις πιθανότητες μεταβιβάσεων μεταξύ των καταστάσεων που θα ακολουθήσουν. 

Στη συνέχεια ορίζουμε τον πίνακα P oποίος περιέχει τις πιθανότητες μεταβιβάσεων pij:


      
p00   p01   p02     ……

           
p10   p11   p12   ….

              P
=
  .      .       .


pi0    pi1     pi2    ….

  
 .      .      .
Παρατηρήστε ότι για κάθε γραμμή i του πίνακα P είναι:

∑ pij  = ∑ p[Xn+1= j | Xn= i]  = 1

  j
j
H n-στού βήματος πιθανότητα μεταβιβάσεως pij(n) ορίζεται ως η υπό συνθήκη πιθανότητα, δεδομένου ότι αν τώρα η αλυσίδα βρίσκεται στην κατάσταση i, στο μέλλον θα βρίσκεται στην κατάσταση j μετά από n μεταβιβάσεις:

                             pij(n) = P[ Xk+n = j | Xk = i]

Θεωρώντας ότι οι πιθανότητες μεταβιβάσεως είναι ανεξάρτητες του χρόνου μπορούμε να γράψουμε:

               pij(n) = P[ Xk+n = j | Xk = i] = P[ Xn = j | X0 = i] 

Έστω ότι τη χρονική στιγμή t = 0 το η διαδικασία βρίσκεται στην κατάσταση i, τη χρονική στιγμή t = 1 βρίσκεται στην κατάσταση k και τη χρονική t = 2 καταλήγει στην κατάσταση j. H πιθανότητα μετάβασης για αυτά τα δύο βήματα ορίζεται ως εξής:

    P[ X2 = j , X1 = k  |  X0 = i ] 
                              P[ X2 = j ,  X1 = k ,  X0 = i ]
                  =  
                                                             

                                 P[X0 = i ]  
                        P[X2 = j | X1 = k ]   P[X1 = k | X0 = i]    P[ X0 = i]        
                  =  
                                                             

                                         P[X0 = i ]  
              =  P[X2 = j | X1 = k ]  P[X1 = k | X0 = i]

              =  pkj    pik  
              =  pik   pkj
Τα  pik και  pkj  αποτελούν στοιχεία του πίνακα  P. H πιθανότητα η διαδικασία να μεταβεί από την κατάσταση i (t = 0) στην κατάσταση j (t = 2) σε 2 βήματα υπολογίζεται αθροίζοντας πάνω από όλες τις πιθανές ενδιάμεσες καταστάσεις k: 

                    pij(n) = ∑ pik   pkj  ,     για κάθε i,j 

                        k
Το σύνολο των παραπάνω εξισώσεων με τη μορφή πινάκων γράφεται ως εξής:

                        P(2) = P P = P2  ,

όπου P(2) είναι ο πίνακας που περιέχει τις πιθανότητες μεταβάσεως 2 βημάτων.

Γενικά, ο πίνακας με τις πιθανότητες μεταβιβάσεως n βημάτων ορίζεται ως:

                        P(n) = Pn
Έστω τώρα η πιθανότητα pj(n) = P[Xn = j], δηλαδή η διαδικασία να βρίσκεται τη χρονική στιγμή n στην κατάσταση j. Θα είναι:

pj(n)  = ∑ p[Xn = j | Xn-1 = i] p[Xn-1 = i]
                       i
              =  ∑ pij pi(n-1)  , για κάθε j                         σχέση 1.
                           i
Έστω ότι o pn αποτελεί τον πίνακα γραμμή με τις πιθανότητες pj(n). Από την παραπάνω σχέση προκύπτει ότι  ο pn λαμβάνεται από το γινόμενο των πινάκων pn-1
και  P .                  

                                      pn  =  pn-1  P
Όμοια,  τα  pj(n) και  pi(0) συσχετίζονται ως εξής:

pj(n)  = ∑ p[Xn = j | X0 = i] p[X0= i]
                       i
              =  ∑ pij pi(0)  , για κάθε j                                σχέση 2.
                              i
και σε μορφή πινάκων θα είναι:     pn  =  p0  Pn          σχέση 3.

Ο pn αποτελεί τον πίνακα με τις πιθανότητες καταστάσεως της αλυσίδας τη χρονική στιγμή n. 

Για την κατανόηση των παραπάνω θεωρείστε το παράδειγμα στη συνέχεια. Έστω ότι την ημέρα 0 ένα σπίτι έχει 2 καινούριες λάμπες απόθεμα, σε περίπτωση που κάποια λάμπα μέσα στο σπίτι καεί. Η πιθανότητα την ημέρα n να χρειαστεί κάποια λάμπα αλλαγή είναι p ενώ να μην χρειαστεί είναι 1-p. Έστω επίσης  Χn, ο αριθμός των καινούριων λαμπών που βρίσκονται στο σπίτι στο τέλος της ημέρας. Η Χn αποτελεί μια αλυσίδα Μarkov με το εξής διάγραμμα μεταβιβάσεων:

1                                 1-p                             1-p

                        p                               p

Αρχικά βρισκόμαστε στην κατάσταση 2, όπου ο αριθμός  των διαθέσιμων λαμπών είναι 2. Σε περίπτωση αλλαγής κάποιας λάμπας μεταβαίνουμε στην κατάσταση 1. Αν έχουμε πάλι αλλαγή τότε θα βρισκόμαστε συνεχώς στην κατάσταση 0 από τη στιγμή που δεν υπάρχουν άλλες λάμπες διαθέσιμες. Σε μορφή πίνακα, το παραπάνω διάγραμμα έχει ως εξής:

        

                                 p00   p01    p02                1      0            0     

                  P     =      p10   p11    p12       =      p    1-p       0   

              
             p20   p21    p22               0      p       1-p

p22(n) = P [καμία αλλαγή σε n μέρες ] = (1-p)n  
p21(n) = P [ μία αλλαγή ή την ημέρα 1 ή την ημέρα 2 … ή την ημέρα n] = n p (1-p)n
p20(n) = P [ δύο αλλαγές μέσα στις  n μέρες ] = 1 – (1-p)n - n p (1-p)n
p11(n) = P [ μία αλλαγή σε n μέρες ] = 1 – (1-p)n
p10(n) = P [καμία αλλαγή σε n μέρες ] = (1-p)n 

Με βάση τα παραπάνω ο πίνακας με της πιθανότητες μεταβιβάσεως n βημάτων ορίζεται ως εξής:
                                  p00(n)     p01(n)      p02(n)                  
                  P(n)  =      p10(n)     p11(n)      p12(n)        

             
              p20(n)     p21(n)      p22(n)                 

                                   1                                      0                    0


=
     1 – (1-p)n                           (1-p)n             0 

                                1 – (1-p)n - n p (1-p)n       n p (1-p)n       (1-p)n               

Καθώς n ( ∞ παρατηρούμε ότι:


                            1    0    0 

       P(n)  (
    1    0    0

                            1    0    0

Επομένως ο πίνακας pn  = [  p0(n)  p1(n)  p2(n) ], με τις πιθανότητες καταστάσεως της αλυσίδας την ημέρα n έχει ως εξής:

           pn  =  p0  Pn                                              
                 = [  p0(0)  p1(0)  p2(0) ]   Pn                           


                1    0    0 

                 =  [0  0  1]      1    0    0

                                        1    0    0


=  [ 1   0   0 ] 

Το παραπάνω παράδειγμα παρουσιάζει μία αλυσίδα Markov η οποία τελικά καταλήγει σε μία στατική κατάσταση (stationary state) μετά από ένα μεγάλο χρονικό διάστημα. Καθώς n(∞, κατά τη n-οστή μεταβίβαση ο πίνακας με τις πιθανότητες μεταβιάσεως  Pn προσεγγίζει έναν πίνακα στον, οποίο όλες οι σειρές είναι ίσες με την ίδια συνάρτηση μάζας πιθανότητας:  πj =  lim  P [ Xn = j ]

                                                                                                                                              n ( ∞    

 Όταν n ( ∞, η σχέση 2. γίνεται:       pj(n) = ∑ πj pi(0) =  πj    ,


                                                               i
δηλαδή η πιθανότητα η αλυσίδα να βρίσκεται στην κατάσταση j μετά από n βήματα , απόκτά μια σταθερή τιμή, ανεξάρτητη από τις αρχικές πιθανότητες κατάστασης και από το χρόνο : pn(j) ( πj για κάθε j. Στόχος μας λοιπόν είναι να υπολογίσουμε το:

Από τη σχέση 1. για n ( ∞ έχουμε:  πj  =   ∑ πi pij ,  

                                                                                                i
η οποία σε μορφή πίνακα γράφεται ως εξής:    π = πP     σχέση 4.
Γενικά, η σχέση 4. αποτελείται από n-1 γραμμικά ανεξάρτητες εξισώσεις. Η επιπλέον εξίσωση που χρειάζεται παρέχεται από την :

                            ∑ πj  = 1 
                                                                          j
Θα αναφερόμαστε στο π ως τη συνάρτηση μάζας πιθανότητας της αλυσίδας σε σταθερή κατάσταση.Εάν αρχίσουμε την αλυσίδα με αρχικές πιθανότητες κατάστασης τις  p0 = π , τότε από τη σχέση 3. έχουμε:

                                            pn  =  π  Pn    , για κάθε  n  
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