Περιγραφή ύλης                   Θεωρία Υπολογισμού                            Σελ.  2  από 5

Το πρώτο μέρος είναι τα πεπερασμένα αυτόματα (finite automata) είτε μηχανές πεπερασμένων καταστάσεων (finite state machines).  Προσπαθούμε μέσα από αυτές τις έννοιες να περιγράψουμε κάποιο τμήμα από την λειτουργία των μεταφραστών.  Περιγράφουμε δηλαδή κανόνες οι οποίοι μας επιτρέπουν να ξεχωρίζουμε τις επιτρεπτές λέξεις (αναγνωριστικά π.χ.) για μια γλώσσα προγραμματισμού.  Οι μηχανές των περασμένων καταστάσεων χαρακτηρίζονται από το ότι έχουμε περιορισμό στην διαθέσιμη μνήμη.  Κατά κάποιον τρόπο κάθε κατάσταση του αυτόματου αντιστοιχεί και σε μια θέση μνήμης.  Για τον λόγο αυτό έχουμε και την ονομασία μηχανές πεπερασμένων καταστάσεων.  Θα δούμε και μια εναλλακτική περιγραφή των μηχανών πεπερασμένων καταστάσεων.  Η περιγραφή αυτή είναι η κανονικές γραμματικές (κανονικές γλώσσες, regular languages).  Έχουμε δύο διαφορετικές περιγραφές: Τις κανονικές γραμματικές και τις μηχανές πεπερασμένων καταστάσεων.  Θα πρέπει να αποδείξουμε ότι οι περιγραφές αυτές περιγράφουν το ίδιο αντικείμενο.  Αν το εξετάσουμε σαν σύνολα έχουμε δυο σύνολα Α και Β.  Για να δείξουμε την ισότητα των συνόλων Α και Β πρέπει να δείξουμε ότι Α ( Β και Β ( Α.  

Επίσης θα δούμε και μια βασική τεχνική για να αποδεικνύουμε ότι κάποιες γλώσσες δεν μπορούν να εκφραστούν με πεπερασμένα αυτόματα.  Η ουσία του προβλήματος αυτού είναι παρόμοια με τον τετραγωνισμό του κύκλου ότι δηλαδή δεν μπορούμε με κανόνα και διαβήτη να κάνουμε κάποια πράγματα.  Δηλαδή, δεν ισχύει ότι δεν είναι κάποιος αρκετά έξυπνος να κάνει κάτι αλλά δεν λύνεται κάποιο πρόβλημα με τα μέσα που έχουμε στην διάθεσή μας (με κάποιους περιορισμούς).  Η τεχνική απόδειξης ότι μία γλώσσα δεν  εκφράζεται με ένα αυτόματο πεπερασμένων καταστάσεων ονομάζεται λήμμα άντλησης (pumping lemma). Το γεγονός ότι  υπάρχουν γλώσσες που δεν περιγράφονται με κανονικές εκφράσεις μας δείχνει και το ότι έχουμε ένα απλό υπολογιστικό μηχανισμό.

Μια διαφορά των μηχανών πεπερασμένων καταστάσεων από τις κανονικές γραμματικές είναι η εξής: Σε μια μηχανή πεπερασμένων καταστάσεων δεδομένα - είσοδος είναι μια συμβολοσειρά.  Το αποτέλεσμα - έξοδος της μηχανής είναι ένα ναι η όχι, ανάλογα με το αν η συμβολοσειρά (είσοδος) γίνεται δεκτή η όχι από το αυτόματο.  Με ένα αυτόματο  αντιμετωπίζουμε  μία συμβολοσειρά κάθε φορά. Σε μια γραμματική δεν έχουμε δεδομένα εισόδου.  Η γραμματική μας δίνει έναν κατάλογο με όλες τις δυνατές συμβολοσειρές που περιέχει η γλώσσα.  Όπως λέμε έχουμε μια απαρίθμηση της γλώσσας δηλ.  πρώτο στοιχείο, δεύτερο στοιχείο κλπ.  Αλλιώς  με την γραμματική έχουμε περιγραφή του συνόλου όλων των συμβολοσειρών που αποτελούν τη γλώσσα.  Μία άλλη προσέγγιση είναι ότι η γραμματική παράγει τις συμβολοσειρές. Η προσέγγιση αυτή είναι η ιδέα  του παραγωγικού συστήματος, δηλ. θέλουμε να δημιουργήσουμε όλες τις οντότητες που ικανοποιούν κάποιες προδιαγραφές. Παραγωγικά συστήματα έχουμε και στα αποδεικτικά συστήματα (η Ευκλείδια Γεωμετρία είναι το πρώτο τέτοιο παραγωγικό σύστημα) και στα έμπειρα συστήματα (όπου θέλουμε να παράγουμε κάποια μορφή γνώσης). 
Άλλο θέμα που θα δούμε είναι τα αυτόματα με στοίβα (pushdown automata).  Η χρησιμότητά τους έγκειται στο εξής: Εάν θέλουμε να περιγράψουμε μαθηματικές εκφράσεις σε πλήρη μορφή με παρενθέσεις  δηλ   αν Ε = ( 3 + x1 – ( y1 + 12 * x2)  * ( 3 + x2 – x4) ), θα πρέπει να θυμόμαστε πόσες παρενθέσεις αριστερές υπάρχουν ώστε να βάλουμε και τις αντίστοιχες δεξιές και να έχουμε μια συντακτικά σωστή έκφραση.  Εκφράσεις αυτής της μορφής και αυτής της φύσεως δεν μπορούν να εκφραστούν με πεπερασμένο αυτόματα.  Μία άλλη γλώσσα (σύνολο από εκφράσεις) που δεν περιγράφεται με πεπερασμένα αυτόματα    αλλά με αυτόματα στοίβας είναι τα ζευγάρια παρενθέσεων είτε των δεσμευμένων λέξεων  begin end στον προγραμματισμό. Είναι εύκολο να το αντιληφθούμε αφού δεν έχουμε παρά πεπερασμένο αριθμό καταστάσεων  και οι καταστάσεις είναι η μνήμη του μηχανισμού. 
Το γεγονός ότι τα πεπερασμένα αυτόματα (είτε ισοδύναμα ή κανονικές  εκφράσεις) δεν μπορούν να εκφράσουν    εκφράσεις σαν την Ε είναι ένα θεώρημα το οποίο θα πρέπει να το αποδείξουμε έχουμε πάλι μαθηματικά δηλαδή.  Μία ισοδύναμη περιγραφή των  γλωσσών που εκφράζονται από αυτόματα στοίβας είναι οι γραμματικές  ελεύθερες συμφραζομένων (context free grammars). 

Επίσης θα δούμε και μια βασική τεχνική και αν αποδεικνύουμε ότι κάποιες γλώσσες δεν μπορούν να εκφραστούν με αυτόματα με στοίβα.  Η τεχνική αυτή ονομάζεται λήμμα άντλησης (pumping lemma)  και είναι όμοια με την τεχνική για τα πεπερaσμένα αυτόματα.

Μια άλλη έννοια που θα μελετήσουμε είναι η μη αιτιοκρατία ή μη ντετερμινισμός (non determinism).  Συνήθως ένας αλγόριθμος έχει σαφώς καθορισμένο επόμενο βήμα.  Το επόμενο αυτό βήμα είναι ένα και μοναδικό.  Εάν έχουμε περισσότερο από ένα βήμα είτε πάνω από μία επιλογή για το επόμενο βήμα τότε έχουμε μη αιτιοκρατικό αλγόριθμο.  Η έννοια της μη αιτιοκρατίας υπάρχει και προέρχεται  από τα μαθηματικά.  Για παράδειγμα για να υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα της συνάρτησης  x2 αρκεί να υπολογίσουμε μια άλλη συνάρτηση f ώστε να ισχύει f’ = x2.  Τέτοιες συναρτήσεις υπάρχουν πολλές, παράδειγμα οι συναρτήσεις x3/3, x3/3+2, ικανοποιούν τη συνθήκη f’=x2.  Αν δοκιμάσουμε την συνάρτηση x4, διαπιστώνουμε ότι δεν επαληθεύει την σχέση f’ = x2 οπότε  προσπαθούμε με μία άλλη συνάρτηση να υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα.  

Μια άλλη περίπτωση όπου έχουμε μη αιτιοκρατία είναι οι τυπικές αποδείξεις.  Στο αξιωματικό σύστημα το οποίο είχαμε δει στον προτασιακό και κατηγορικό λογισμό συγκεκριμένα.  Σε κάθε βήμα της τυπικής αποδείξεις έπρεπε να αποφασίζουμε για δύο πράγματα.  

1. Ποιο από τα αξιώματα σχήματα θα χρησιμοποιήσουμε στο κάθε βήμα της απόδειξης.  

2. Με ποιους τύπους θα αντικαταστήσουμε τους τύπους που εμφανίζονται στο αξίωμα σχήμα που επιλέξαμε.  

Εάν η προσπάθειά μας δεν καταλήξει να αποδείξει τον τύπο που θέλουμε, τότε εγκαταλείπουμε την συγκεκριμένη πορεία (προσπάθεια) για την απόδειξη  και δοκιμάζουμε να δώσουμε άλλη απόδειξη.  Αυτό το επαναλαμβάνουμε έως ότου βρούμε την απόδειξη του τύπου.  Παραμένει βεβαίως το πρόβλημα στην περίπτωση που δεν μπορούμε να αποδείξουμε τον τύπο.

Μια διαφορετική ερμηνεία της μη αιτιοκρατίας είναι να υποθέσουμε ότι έχουμε μία λύση και να επαληθεύσουμε την υπόθεση αυτή.  Μαντεύουμε μια λύση του προβλήματος και επαληθεύουμε εάν είναι πράγματι λύση.  Παράδειγμα η επίλυση γραμμικού συστήματος.  Για να κάνουμε το σύστημα τριγωνικό απαιτούνται ασυμπτωτικά  n3 πράξεις.  Αν μας δοθεί μια λύση τότε απαιτούνται n2  πράξεις για να επαληθεύσουμε ότι πράγματι έχουμε λύση.  Αν  η προτεινόμενη λύση  δεν είναι λύση τότε μπορούμε να ξαναδοκιμάσουμε.  

Άλλο παράδειγμα μη αιτιοκρατίας της είναι ο ορισμός του ορίου μιας παράστασης Π(x) καθώς το x τείνει στο x0.  Ο τύπος (έκφραση):

Για κάθε ε υπάρχει δ ώστε αν 0<|x–x0|<δ τότε |Π(x)–l|<ε.***
δεν δίνει καμία πληροφορία για το πως θα υπολογίσουμε τον αριθμό l.  Είναι δικό μας πρόβλημα να υποθέσουμε ότι κάποιος αριθμός l είναι το όριο και να επαληθεύσουμε ότι ο l ικανοποιεί την συνθήκη που καθορίζει το όριο.

Σημαντικό είναι ότι εάν δεν ικανοποιείται η συνθήκη τερματισμού τότε πάλι δοκιμάζουμε να βρούμε λύση.  Αρκεί μια από τις δοκιμές να καταλήξει σε αποτέλεσμα.  Θα πρέπει επίσης όλοι οι δυνατοί τρόποι υπολογισμού είτε να καταλήξουν στο ίδιο αποτέλεσμα είτε να μην καταλήγουν σε αποτέλεσμα.

Η παραπάνω πρόταση κρύβει ένα βασικό στοιχείο δηλ.  ένας αλγόριθμος μπορεί για κάποια από τα δεδομένα του να μην τερματίζει.  Για παράδειγμα στον αλγόριθμο ταξινόμησης ενός καταλόγου (λίστας) αν τα δεδομένα δεν είναι η λίστα αλλά δένδρο δεν έχουμε απαίτηση ο αλγόριθμος να τερματίζει αφού τα δεδομένα δεν ικανοποιούν τις προδιαγραφές του αλγορίθμου.    

Ένα άλλο τμήμα αυτής της θεματικής ενότητας είναι η μαθηματική περιγραφή της έννοιας του αλγορίθμου.  Η έννοια του αλγορίθμου δεν είναι μαθηματική έννοια.  Θα εκφράσουμε την έννοια του αλγορίθμου με μαθηματικές οντότητες.  Υπάρχουν πολλές μαθηματικές οντότητες που μπορούν να εκφράσουν την έννοια του αλγορίθμου.  Ενδεικτικά αναφέρονται οι μηχανές Turing, ο λάμδα λογισμός, οι αναδρομικές (αριθμητικές) συναρτήσεις, τα συστήματα Thue, οι κανονικοί αλγόριθμοι Markov και άλλα.  Το αξιοσημείωτο είναι ότι όλες αυτές οι μαθηματικές οντότητες αποδεικνύονται ισοδύναμες μεταξύ τους ως προς την εκφραστική τους δυνατότητα.  Ένα βασικό ερώτημα στο οποίο θα απαντήσουμε είναι το αν όλα τα προβλήματα που εκφράζονται στον υπολογιστή λύνονται αλγοριθμικά.  Η απάντηση είναι όχι.  Υπάρχει δηλαδή ένα πρόβλημα το οποίο μπορούμε να το εκφράσουμε με αλγόριθμο στον υπολογιστή αλλά δεν υπάρχει αλγόριθμος για να λύσει το πρόβλημα.

Ένα άλλο βασικό πρόβλημα  είναι αν υπάρχει γενική μέθοδος (αλγόριθμος) να μας εντοπίζει αν ένας οποιοσδήποτε  αλγόριθμος τερματίζει για δοσμένη είσοδο (δεδομένα) και η απάντηση είναι αρνητική.  Αν δηλ.  ο αλγόριθμος ιδωθεί σαν μία συνάρτηση το ερώτημα εκφράζεται ως εξής:  Υπάρχει αλγόριθμος ο οποίος να μας απαντάει το ερώτημα  αν το x ανήκει η όχι στο πεδίο ορισμού μίας  αλγοριθμικά εκφρασμένης συνάρτησης f.  Αξίζει να σημειώσουμε ότι δεν εκφράζονται όλες οι συναρτήσεις με αλγόριθμους.  Μία αλγοριθμικά εκφρασμένη συνάρτηση αντιμετωπίζεται εδώ σαν διαδικασία (μηχανισμός) υπολογισμού και όχι σαν  το σύνολο από τα ζευγάρια  (x , f(x)), μας ενδιαφέρει δηλ.  πως από το x καταλήγουμε  (με αλγόριθμο) στο f(x).  

Οι τρεις έννοιες που είδαμε, κανονικές γλώσσες, γλώσσες ελεύθερες συμφραζομένων, μηχανές Turing καθορίζουν υποσύνολα των συμβολοσειρών.  Μπορούμε να αποδείξουμε ότι κάθε μια από αυτές τις έννοιες αντιστοιχεί σε διαφορετικό υποσύνολο των συμβολοσειρών.  Διαφορετικά κάθε μια από αυτές (με την σειρά που τις είδαμε) καθορίζει πιο πλούσια γλώσσα.  Έχουμε δηλαδή διαφορετική εκφραστική δυνατότητα.  
Οι πιο απλές εκφράσεις αντιστοιχούν στις κανονικές γραμματικές.  Οι επόμενες πιο πολύπλοκες εκφράσεις αντιστοιχούν στις γραμματικές ελεύθερες συμφραζομένων.  Ακόμα πιο πολύπλοκες είναι οι εκφράσεις που αντιστοιχούν στις μηχανές  Turing.  Η ταξινόμηση αυτή των γλωσσών ως προς το εκφραστικό περιεχόμενο οφείλεται στον N.  Chomsky.  
Άλλη σημαντική έννοια είναι η έννοια της αναγωγής.  Παράδειγμα η δευτεροβάθμια εξίσωση:
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 μπορεί να είναι μιγαδικός  αριθμός.  Το ενδιαφέρον είναι ότι αντί να λύσουμε δευτεροβάθμια εξίσωση, με ένα μετασχηματισμό (αναγωγή) καταλήξαμε να λύσουμε 2 πρωτοβάθμιες εξισώσεις (ευκολότερο πρόβλημα), και από τις λύσεις της πρωτοβάθμιας να βρούμε τις λύσεις της δευτεροβάθμιας.  Ανάγουμε δηλ.  το πρόβλημα της λύσης μίας δευτεροβάθμιας εξίσωσης σε λύση δύο πρωτοβαθμίων (χρειαστήκαμε το ότι x y = 0 -> x =0 είτε y=0, αυτή η ιδιότητα δεν ισχύει για πίνακες).  Η παραπάνω ιδέα (μετασχηματισμός)  είναι η ιδέα της  αναγωγής.  Αν έχουμε αναγωγή στο ίδιο το πρόβλημα αλλά απλούστερο στιγμιότυπο έχουμε αναδρομή.  

Το επόμενο κομμάτι είναι η μελέτη προβλημάτων τα οποία πιστεύουμε ότι βρίσκονται στο όριο ανάμεσα στα πρακτικά  επιλύσιμα και στα πρακτικά μη επιλύσιμα προβλήματα.  Στόχος είναι να καθορίσουμε το σύνορο ανάμεσα στα πρακτικά  επιλύσιμα και στα πρακτικά μη επιλύσιμα προβλήματα.  

Σε γενικές γραμμές ένα πρόβλημα θεωρείται πρακτικά επίλυσιμο εάν μπορούμε να βρούμε αλγόριθμο για την επίλυση του όπου η χρονική πολυπλοκότητα του αλγορίθμου είναι φραγμένη από ένα πολυώνυμο.  Τέτοιο παράδειγμα με πρακτική σημασία είναι η κρυπτογραφία.  
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