
� � â¤� �� = (�; �;K; q0; �; F) £å� ©¬¤¦¢ ¡ã ¡�«á©«�©�

�å¤�  â¤� ©«¦ ®�å¦ «¦¬ ©¬¤æ¢¦¬K×�∗×�∗. � ¡�«á©«�©�

(q; w; s) ¡à� ¡¦§¦ �å «�¤ «¨â®¦¬©� ¡�«á©«�©�, «�¤ ©¬£�¦¢¦©� ¨á

§¦¬ �§¦£â¤�  ¤� � ���©«�å ¡�  «¦ §¢ã¨�ª §�¨ �®æ£�¤¦ «�ª

©«¦å��ª �§æ §á¤à §¨¦ª «� ¡á«à.

� �¢é©©� {wcwr|w ∈ {a; b}∗; c 6∈ {a; b}} �¤��¤à¨å��«� 
�§æ � « ¦¡¨�« ¡æ �¬«æ£�«¦. � �¤��¤é¨ ©� �å¤�  �¬¤�«ã

�­¦ç «¦ ©ç£�¦¢¦ c ©�£�«¦�¦«�å «¦ £â©¦¤ «�ª ©¬£�¦¢¦©� ¨áª

� � ¤� �¢â�®¦¬£� «�¤ ©«¦å�� ¡�  «�¤ ���¦£â¤� ©¬£�¦¢¦©� ¨á.

�§¦¨¦ç£� ¤� �§¦��å¥¦¬£� æ«  � �¢é©©�

{wwr|w ∈ {a; b}; c 6∈ {a; b}} ��¤ �¤��¤à¨å��«�  �§æ

� « ¦¡¨�« ¡æ �¬«æ£�«¦. �  �¢é©©�ª §¦¬ �¤��¤à¨å�¦¤«� 

�§æ £� � « ¦¡¨�« ¡á �� �å¤�  �¤ã© ¦ ¬§�¨©ç¤¦¢¦ «¦¬

©¬¤æ¢¦¬ «à¤ �¢à©©é¤ §¦¬ �¤��¤à¨å�¦¤«�  �§æ � « ¦¡¨�« ¡á

��.

�¡ ��¨�­å� �§æ�� ¥�ª  ©¦�¬¤�£å�ª �§¦�¦®ãª { �¤��¤é¨ ©�ª

�¢à©©é¤ �§æ �� £� «�¢ ¡ã ¡�«á©«�©� ¡�  �§¦�¦®ãª {

�¤��¤é¨ ©�ª �¢à©©é¤ �§æ �� £� á�� � ©«¦å��. �¤ â¤�

�� �¤��¤à¨å��  ¡á§¦ � �¢é©©� £� «�¢ ¡ã ¡�«á©«�©�,

®¨�© £¦§¦ ¦ç£� â¤� �§ §¢â¦¤ ©ç£�¦¢¦ � � ¤� ©�£�«¦�¦«ã©¦¬£�

«¦ «â¢¦ª «�ª ©«¦å��ª. �¦ ¤â¦ ©ç£�¦¢¦ ��¤ «¦ £�«�¡ ¤¦ç£�



�§æ «�¤ ©«¦å�� ©« ª �¤� á£�©�ª £�«��á©� ª §�¨á £æ¤¦

©«¦ «â¢¦ª é©«� ¤� ��� á©�  � ©«¦å��. �¨¦§¦§¦ ¦ç£� «¦

�� é©«� ¤� ��� á��  «�¤ ©«¦å�� §¨ ¤ â®¦¬£� £�«á��©�

©� «�¢ ¡ã ¡�«á©«�©� §¨¦©�â«¦¤«�ª ¤â� ¡�«á©«�©� ¡� 

�¢¢á�¦¤«�ª « ª «�¢ ¡âª ©� £� «�¢ ¡âª (��¤ �å¤�  �¤��¡�å¦

¤� â®¦¬£� «�¢ ¡âª ¡�«�©«á©� ª �­¦ç â®¦¬£� á�� � ©«¦å��).

�¤ â¤� �� �¤��¤à¨å��  £å� �¢é©©� £� á�� � ©«¦å�� ¡� 

â®¦¤«�ª ©«¦ �¢­á��«¦ â¤� ©ç£�¦¢¦ � � ¤� ©�£�«¦�¦«�å

«¦ «â¢¦ª «�ª ©«¦å��ª, §¨¦©�â«¦¬£� «�¢ ¡ã ¡�«á©«�©� ¡� 

£�«á��©� ©«�¤ «�¢ ¡ã ¡�«á©«�©� £� «�¤ �¤á�¤à©� «¦¬

©ç£�¦¢¦¬ �¬«¦ç.

�á�� �¢é©©� ®à¨åª ©¬£­¨��æ£�¤� �¤��¤à¨å��«�  �§æ

â¤� �� ¡�  �¤«å©«¨¦­�.

�¤ G �å¤�  £å� �¨�££�« ¡ã, £� L(G) ©¬£�¦¢å�¦¬£� «�¤

�¢é©©� §¦¬ §�¨á��«�  �§æ «�¤ � . �¤ M �å¤�  â¤� �� £�

L(M) ©¬£�¦¢å�¦¬£� «�¤ �¢é©©� §¦¬ �¤��¤à¨å��  «¦ � .

�¤ L �å¤�  £å� �¢é©©� §¦¬ §�¨á��«�  �§æ £ � �¨�££�« ¡ã



G = (V; �; P; S), «æ«� L = L(M), æ§¦¬ «¦ �¬«æ£�«¦

�å¤� 

M = ({p; q}; �; �; �; p; {q}) £�

� = {((p; e; e); (q; S)) ∪ {((q; e; A); (q; x))|
A→ x �å¤�  ¡�¤æ¤�ª (§�¨��à�ã) «�ª �¨�££�« ¡ãª}∪

∪ {((q; a; a); (q; e))|a ∈ �}:

T¦ x §�¨ ©«á¤�  £å� ©¬£�¦¢¦©� ¨á ¡�  æ®  �«¦£ ¡æ ©ç£�¦¢¦

«¦¬ �¢­��ã«¦¬. �¤ s = x1x2 : : : xn, xi ∈ Σ \ {e} ¡�  t

�å¤�  «¦ §�¨ �®æ£�¤¦ «�ª ©«¦å��ª «æ«� £�«á «�¤ �­�¨£¦�ã

«�ª §�¨��à�ãª ((q; e; A); (q; s)) «� §�¨ �®æ£�¤� «�ª ©«¦å��ª

�å¤�  � ©¬£�¦¢¦©� ¨á st. ë®¦¬£� ��¢. £ � «¨¦§¦§¦å�©�

«¦¬ �¨® ¡¦ç ¦¨ ©£¦ç «¦¬ ��.

� �§æ�� ¥� ®¨�© £¦§¦ �å « ª §�¨�¡á«à §¨¦«á©� ª §¦¬ �§¦�� ¡¤ç¦¤«� 

£� �§��à�ã.

�¤ a1 ∈ �∗, ¡�  a2 ∈ (V − S)V ∗ ∪ e, ¡�  S ⇒∗
G a1a2,

«æ«� (q; a1; S) ⇒∗
M a1a2.

�¤ a1 ∈ �∗ ¡�  a2 ∈ V ∗, (q; a1; S) ⇒∗
M (q; e; a2), «æ«�

S ⇒∗
G a1a2.



��¨. � � «�¤ �¨�££�« ¡ã

V = {S}; T = {a; b; c};
P = {S → aSa; S → bSb; S → c};

§¦¬ §�¨á��  «�¤ �¢é©©� {wcwr|w ∈ �∗}, â®¦¬£� «¦

 ©¦�ç¤�£¦ �¬«æ£�«¦ ©«¦å��ªM = ({p; q}; �; �; �; p; {q})
£� £�«��á©� ª §¦¬ �å¤¦¤«�  �§ «¦¤ §å¤�¡�

((p; e; e); ; (q; S));
((q; e; S); (q; aSa);
((q; e; S); (q; bSb));
((q; e; S); (q; c));
((q; a; a); (q; e));
((q; b; b); (q; e));
((q; c; c); (qe))}.

�¤ £å� �¢é©©� �¤��¤à¨å��«�  �§æ â¤� �¬«æ£�«¦ ©«¦å��ª

«æ«� ¬§á¨®�  ��� � ¦§¦å� �¨�££�« ¡ã §�¨á��  «�¤ �¢é©©�.

�  �§¦��å¥� ª  ©¦�¬¤�£å�ª ��� ¡�  �� �å¤�  �¢�¦¨ �£ ¡âª

��¢. £� ���¦£â¤� «¦ �� (©� ¡�«á¢¢�¢� �¦£ã ���¦£â¤à¤)

¡�«�©¡�¬á�¦¬£� «�¤ �¨�££�« ¡ã �� é©«� ¤� �¤��¤à¨å�� 

«�¤ å� � �¢é©©�, ¡�  £� ���¦£â¤� «�¤ �¨�££�« ¡ã ��

¡�«�©¡�¬á�¦¬£� �¬«æ£�«¦ª ©«¦å��ª é©«� ¤� �¤��¤à¨å�� 



«�¤ å� � �¢é©©�. ��¢. ¦  â¤¤¦ �ª �¬«æ£�«¦ ©«¦å��ª ¡� 

�¨�££�« ¡ã �¤�¥á¨«�«� ©¬£­¨��¦£â¤à¤ �å¤�   ©¦�ç¤�£�ª

â¤¤¦ �ª

�� æ«�«�ª ���

�¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ ��� �å¤�  ¡¢� ©«æ àª §¨¦ª « ª �¥ãª §¨á¥� ª:

â¤à©�, §�¨á��©�, ¡¢� ©«æ«�«� Kleene.

�  �§¦��å¥� ª ®¨�© £¦§¦ ¦ç¤ «�¤  ©¦�¬¤�£å� «à¤ ��� ¡� 

«à¤ �� é©«� ¤� â®¦¬£� «�¤ �§¢¦ç©«�¨� �¤¤¦ ¦¢¦� ¡á

�§æ�� ¥�. �¤ L1, L2 �å¤�  ��� £� �¤«å©«¦ ®�ª �¨�££�« ¡âª

G1 = (V1; �1; P1; S1), G1 = (V2; �2; P2; S2), �¢¢á�¦¬£�

«� ©ç£�¦¢� «à¤ V2, �2 é©«� «� ©ç¤¦¢� V1, V2 ¡�  �1,

�2 ¤� �å¤�  ¥â¤� £�«�¥ç «¦¬ª.

� L2 ∪ L2 §�¨á��«�  �§æ «�¤ �¨�££�« ¡ã G = (V1 ∪
V2 ∪ {S}; �1 ∪ �2; P1 ∪ P2 ∪ {S → S1; S → S2}; S).

H L1L2 §�¨á��«�  �§æ «�¤ �¨�££�« ¡ã G = (V1∪V2∪
{S}; �1 ∪ �2; P1 ∪ P2 ∪ {S → S1S2}; S).



H L∗1 §�¨á��«�  �§æ «�¤ �¨�££�« ¡ã G = (V1; �1; P1∪
{S1 → e; S1 → S1S1}; S1).

� «¦£ã �ç¦ �¢à©©é¤ ®à¨åª ©¬£­¨��æ£�¤� ��¤ �å¤�  §á¤«�

�¢é©©� ®à¨åª ©¬£­¨��æ£�¤�, �¤« §�¨á�� �£� ¦  �¢é©©�ª

L1 = {ambmcn|m; n ≥ 0} , L2 = {anbmcm|m; n ≥
0}. �� «¦ �ã££� �¤«¢�©�ª £§¦¨¦ç£� ¤� �§¦��å¥¦¬£�

æ«  � �¢é©©� L1 ∩ L2 = {ambmcm|m ≥ 0} ��¤ �å¤� 

���.

�� �á©� «¦ §�¨�§á¤à â®¦¬£� æ«  «¦ ©¬£§¢ã¨à£� £å�ª

��� ��¤ �å¤�  §á¤«� ���. �¤ «¦ ©¬£§¢ã¨à£� £å�ª ���

��¤ �å¤�  §á¤«� ��� «æ«� £� « ª  � æ«�«�ª «�ª «¦£ãª ¡� 

«�ª â¤à©�ª �å®�£� æ«  ¦  ��� �å¤�  ¡¢� ©«âª àª §¨¦ª «�¤

«¦£ã.

� �§æ�� ¥� � � «�¤ «¦£ã ¡�¤¦¤ ¡é¤ �¢à©©é¤ ��¤  ©®ç� 

�­¦ç ©«�¤ §�¨å§«à©� «�ª ©«¦å��ª â®¦¬£� �ç¦ ©«¦å��ª « ª

¦§¦å�ª ��¤ £§¦¨¦ç£� ¤� « ª §¨¦©¦£¦ é©¦¬£� ©� £å�. �¤

â®¦¬£� £å� £æ¤¦ ©«¦å��, ��¢. � ��ç«�¨� �¢é©©� �å¤� 

¡�¤¦¤ ¡ã «æ«� � �§æ�� ¥� � � «� ��  ©®ç�  £� ¡á§¦ �ª

«¨¦§¦§¦ ã©� ª.



� «¦£ã £ �ª ��� ¡�  £å�ª ¡�¤¦¤ ¡ãª �¢é©©�ª �å¤�  ���.

�§æ�. ��«�©¡�¬á�¦¬£� �¬«æ£�«¦ ©«¦å��ª é©«� ¤� �¤��¤à¨å�� 

«�¤ «¦£ã «à¤ �ç¦ �¢à©©é¤. �¤

M1 = (Q1; �1; �; �1; q1;0; F1) �å¤�  «¦ �� «¦ ¦§¦å¦

�¤��¤à¨å��  «�¤ �¢é©©� L1 ¡� M2 = (Q2; �2; �2; q2;0; F2)

�å¤�  «¦ �� «¦ ¦§¦å¦ �¤��¤à¨å��  «�¤ ¡�¤¦¤ ¡ã �¢é©©�

L2, ¡�«�©¡�¬á�¦¬£� �¬«æ£�«¦ ©«¦å��ª «¦ ¦§¦å¦ �¡«�¢�å

«�¬«æ®¨¦¤� « ª ¢� «¦¬¨�å�ª ¡�  «à¤ �ç¦ ¡�  �â®�«�  £å�

©¬£�¦¢¦©� ¨á æ«�¤ «�¤ �â®¦¤«�  ¡�  «� �ç¦. �¨å�¦¬£�

M = (Q;�; �; �; q0; F) æ§¦¬ Q = Q1 × Q2, � =

�1∪�2, � = �1, q0 = (q1;0; q2;0), F = F1×F2. � �

«�¤ ©®â©� £�«á��©�ª ¦¨å�¦¬£�

� = {((q1; q2)u; a); ((p1; p2); b)) |
| ((q1; u; a); (p1; b)) ∈ �1; ¡�  (q2; u) ⇒∗

M2
(p2; e) ∈ �̂2}:

��¢. � � ¤� �¨¦ç£� «�¤ ©¬¤ ©«é©� «�ª �§æ£�¤�ª ¡�«á©«�©�ª

©«¦ M2 §¨¦©¦£¦ é¤¦¬£� «¦ M2 ©«�¤ ©¬£�¦¢¦©� ¨á u.

� � �� ¡�©å� �¬«ã �å¤�  �§¢ã �­¦ç â¤� �� £§¦¨�å ¤�

�¡­¨�©«�å �§æ � « ¦¡¨�« ¡æ �� «¦ ¦§¦å¦ ©� ¡á�� ¡å¤�©�

� ��á��  �¡¨ �éª â¤� ©ç£�¦¢¦ �§æ «�¤ «� ¤å� � ©æ�¦¬.



��¨. �¤ L ©«¦ �¢­á��«¦ {0;1} �§¦«�¢�å«�  �§æ « ª

©¬£�¦¢¦©� ¨âª £� å©¦ �¨ �£æ 0, 1, §¦¬ ��¤ §�¨ â®¦¬¤ « ª

¬§¦©¬£�¦¢¦©� ¨âª 0100, �å«� 1011, � L �å¤�  ��� �­¦ç

�å¤�  � «¦£ã «�ª �¢é©©�ª {w ∈ {0;1}|w â®�  å©¦ �¨ �£æ 0, 1 }
¡�  «�ª ¡�¤¦¤ ¡ãª �¢é©©�ª

{0;1}∗{01000;1011}{0;1}∗:

�¥�«á�¦¬£� «¦ §¨æ�¢�£� �¦��å©�ª £å�ª ©¬£�¦¢¦©� ¨áª

w ¡�  £å�ª ��� L, �¤ w ∈ L, ��¢. «¦ §¨æ�¢�£� �¤æª

©¬¤«�¡« ¡¦ç �¤�¢¬«ã. �¥�«á�¦¬£� «¦ §¨æ�¢�£� � � � � ¡âª

�¨�££�« ¡âª æ§¦¬ ¦  ¡�¤æ¤�ª «�ª �¨�££�« ¡ãª â®¦¬¤ ��¥ æ

£â¢¦ª £� £ã¡¦ª «¦ §¦¢ç 2. ��«æ§ ¤ �§¦�� ¡¤ç¦¬£� æ«  � �

¡��� ��� G1 ¬§á¨®�  ��� G2 é©«� L(G2) = L(G1)\
(Σ ∪ e), ��¢. ¦  �ç¦ �¨�££�« ¡âª §�¨á�¦¬¤ «�¤ å� �

�¢é©©� �¡«æª �§æ « ª ©¬£�¦¢¦©� ¨âª £� £ã¡¦ª £ ¡¨æ«�¨¦

�§æ 2. �¨�££�« ¡âª �� ¦  ¦§¦å�ª  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ «¦¤ §�¨ ¦¨ ©£æ

¦  ¡�¤æ¤�ª «�ª �¨�££�« ¡ãª ¤� â®¦¬¤ ��¥ æ £â¢¦ª £�

£ã¡¦ª «¦ §¦¢ç 2 ¦¤¦£á�¦¤«�  �¨�££�« ¡âª ©� ¡�¤¦¤ ¡ã

£¦¨­ã Chomsky.

� £�«�«¨¦§ã �å¤�  �¢�¦¨ �£ ¡ã ¡�  ¦ �¢�æ¨ �£¦ª £�«�«¨â§� 

£å� �¢é©©� L ©«�¤ ¡�¤¦¤ ¡ã £¦¨­ã Chomsky ©� §¦¢¬à¤¬£ ¡æ



®¨æ¤¦ àª §¨¦ª «¦ £â���¦ª «�ª �¨�££�« ¡ãª («¦ §¢ã�¦ª

«à¤ §�¨��à�é¤ «�ª �¨�££�« ¡ãª).

� £â�¦�¦ª �¬«ã æ§¦¬ ��å®¤¦¬£� æ«  ¡á�� ��� £§¦¨�å

¤� £�«�«¨�§�å ©� £å� á¢¢� ��� æ§¦¬ ¦  ¡�¤æ¤�ª �å¤� 

� � ¡ãª £¦¨­ãª �å¤�  §�¨á�� �£� �¤��à�ãª, ��¢. �¤«å ¤�

¢ç©¦¬£� â¤� �¨® ¡æ §¨æ�¢�£� P1 «¦ £�«�©®�£�«å�¦¬£�

(�¤á�¦¬£�) ©� ¡á§¦ ¦ á¢¢¦ §¨æ�¢�£� P2, �å«� � �­¦¨�« ¡æ,

�å«� � � ¡ã §�¨å§«à©� «¦¬ �¨® ¡¦ç §¨¦�¢ã£�«¦ª. �§æ «�¤

¢ç©� «¦¬ P2 ¡�«á ¡�¤æ¤� £§¦¨¦ç£� ¤� â®¦¬£� £å� ¢ç©�

«¦¬ P1.

��¨���å�£�«� �¤��à�ãª â®¦¬£� ©«�¤ £�«�«¨¦§ã �¤æª §å¤�¡�

- ©¬©«ã£�«¦ª ©� «¨ �à¤ ¡æ �å«� � ��é¤ ¦, ©«¦¤ ¬§¦¢¦� ©£æ

¦¢¦¡¢�¨à£á«à¤ £� ¦¢¦¡¢ã¨à©� ¡�«á §�¨á�¦¤«�ª, æ§¦¬

©«¦¤ «ç§¦
∫
f ′g = fg −

∫
fg′ �¤ «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�

∫
fg′

�å¤�  �¬¡¦¢æ«�¨¦ �§æ «¦
∫
fg â®¦¬£� �§¢¦ç©«�¨¦ §¨æ�¢�£�.

�¤� �­�¨æ£�©«� � � �¤��à�âª �¢�¦¨ �£ ¡âª ¡�  ©«�¤ �¤á¢¬©�

«�ª §¦¢¬§¢¦¡æ«�«�ª «à¤ �¢�¦¨å�£à¤ �¤��à�ãª.

�§¦�â«¦¬£� æ«  â®¦¬£� £å� �¨�££�« ¡ãG = (V;Σ; P; S)

©� ¡�¤¦¤ ¡ã £¦¨­ã Chomsky ¡�  x ∈ Σ∗. O �§æ£�¤¦ª

�¢�æ¨ �£¦ª �§¦­�©å��  �¤ x ∈ L(G). � �¢�æ¨ �£¦ª



�§¦­�©å��  �¤ x = x1x2 : : : xn ∈ L(G) �¥�«á�¦¤«�ª

æ¢�ª « ª ¬§¦©¬£�¦¢¦©� ¨âª «�ª x. � � ¡á�� i, s é©«�

1 ≤ i ≤ i + s ≤ n, ¦¨å�¦¬£� N[i; i + s] «¦ ©ç¤¦¢¦

«à¤ ©¬£�æ¢à¤ �§æ «¦ V «� ¦§¦å� ©ç£�¦¢� §�¨á�¦¬¤

©«�¤ G «�¤ ©¬£�¦¢¦©� ¨á xi : : : xi+s. � �¢�æ¨ �£¦ª

¬§¦¢¦�å��  «� ©ç¤¦¢� N[i; i+ s] �§æ «� £ ¡¨æ«�¨� §¨¦ª

«� £���¢ç«�¨� (£ ¡¨âª « £âª «¦¬ s §¨¦ª « ª £���¢ç«�¨�ª).

ë®¦¬£� ��¢. �¢�æ¨ �£¦ �¬¤�£ ¡¦ç §¨¦�¨�££�« ©£¦ç æ§¦¬

�§æ £ ¡¨á ©« �£ æ«¬§� ¢ç©�à¤ ¬§¦¢¦�å�¦¬£� £���¢ç«�¨�

©« �£ æ«¬§� ¢ç©�à¤.

for i=1 to n do

for j=1 to n do

N[ i, j ] = ∅
for i=1 to n do

N[ i, i ] = {xi}
for s =1 to n-1 do

for i=1 to n do

for k=i to i+s-1 do

if ¬§á¨®�  §�¨��à�ã �→ BC

£� b ∈ N[i; k]; C ∈ N[k + 1; s]

then §¨æ©��©� «¦ � ©«¦ N[i; i+ s]

x ∈ L(G) �¤ S ∈ N[1; n]:



� � «¦ §�¨�§á¤à �¢�æ¨ �£¦ £§¦¨¦ç£� ¤� �§¦��å¥¦¬£� æ« 

� � s ∈ N, 0 ≤ s ≤ n £�«á �§æ s �§�¤�¢ã¯� ª «¦¬

�¨æ�®¦¬, ∀i = 1;2; : : : s  ©®ç�  N[i; i + s] = {A ∈
V |A⇒∗

G xixi+1 : : : xi+s}.

� � «¦¤ ®¨æ¤¦ �¡«â¢�©�ª «¦¬ �¢�æ¨ �£¦¬ â®¦¬£� «¨� ª

�¨æ�®¦¬ª for. �á�� â¤�ª �¡«�¢�å«�  «¦ §¦¢ç |x| = n

­¦¨âª ©«�¤ ®� ¨æ«�¨� §�¨å§«à©�. �«¦¤ �©à«�¨ ¡æ �¨æ�®¦

�¥�«á�¦¬£� � � ¡��� ¡�¤æ¤� «�ª £¦¨­ãª A → BC �¤

B ∈ N[i; j] ¡�  C ∈ �[j + 1; i + s]. �  â¢��®¦  �¬«¦å

�å¤¦¤«�  ©� ®¨æ¤¦ �¤á¢¦�¦ «¦¬ £��â�¦¬ª «�ª �¨�££�« ¡ãª

(�¨ �£æª §�¨��à�é¤ «�ª G).

�¥�«á�¦¬£� «¦ §¨æ�¢�£� «�ª £�«�«¨¦§ãª £å�ª ��� ©�

¡�¤¦¤ ¡ã £¦¨­ã Chomsky. �©®ç�  «¦ �¥ãª ��é¨�£�: � �

¡á�� ��� G ¬§á¨®�  �¢�æ¨ �£¦ª ¦ ¦§¦å¦ª £�«�«¨â§� 

«�¤ G ©� á¢¢� �¨�££�« ¡ã G é©«� L(G) = L(G) \
(Σ ∪ {e}) ¡�  ¦  §�¨��à�âª «�ª G â®¦¬¤ £ã¡¦ª ��¥ ¦ç

£â¢¦¬ª å©¦ £� 2.

�  §�¨��à�âª «�ª �¨�££�« ¡ãª §¦¬ â®¦¬¤ ��¥ æ £â¢¦ª «¦

¦§¦å¦ ��¤ â®�  £ã¡¦ª å©¦ £� 2 �å¤�  «¨ é¤ � �é¤



1. ��¤æ¤�ª £� £ã¡¦ª ��¥ ¦ç £â¢¦¬ª £���¢ç«�¨¦ «¦¬ 2,

2. ��¤æ¤�ª «�ª £¦¨­ãª A→ x, x ∈ Σ,

3. ��¤æ¤�ª «�ª £¦¨­ãª A→ e.

�§�¢¦ ­ã ¡�¤æ¤à¤ £� £ã¡¦ª ��¥ ¦ç £â¢¦¬ª £���¢ç«�¨¦

«¦¬ 2.

� � «¦¤ ¡�¤æ¤�A→ B1B2 : : : Bn, n ≥ 3, �¤« ¡�� ©«¦ç£�

«¦¤ ¡�¤æ¤� £� «¦¬ª ¡�¤æ¤�ª A → B1A1, A1 → B2A2,

: : :, An−2 → Bn−1Bn, æ§¦¬ «� ©ç£�¦¢� A1, A2, : : :,

An−1 �å¤�  ¤â� £� «�¨£�« ¡á ©ç£�¦¢�.

��¨. � � «�¤ �¨�££�« ¡ã

S → SS; S → (S); S → e

¦ ¡�¤æ¤�ª §¦¬ ��¤  ¡�¤¦§¦ �å «�¤ ©¬¤�ã¡� �å¤�  ¦ S →
(S), ¡�  «¦¤ �¤« ¡�� ©«¦ç£� £� «o¬ª �ç¦ ¤â¦¬ª ¡�¤æ¤�ª

S → (S1; S1 → S):



�§�¢�å­¦¬£� «¦¬ª ¡�¤æ¤�ª «�ª £¦¨­ãª A → e. �¨é«�

�¤«o§å�¦¬£� «� £� «�¨£�« ¡á ©ç£�¦¢� «� ¦§¦å� £§¦¨¦ç¤

¤� §�¨á�¦¬¤ «�¤ ¡�¤ã ©¬£�¦¢¦©� ¨á, ��¢. «¦ ©ç¤¦¢¦

E = {F |F ⇒∗
G e∧A ∈ V \Σ}. �¬«á «� ¤â� «�¨£�« ¡á

£§¦¨¦ç¤ ¤� � ��¨�­¦ç¤ �§æ «¦¬ª ¡�¤æ¤�ª. �¦ ©ç¤¦¢¦ �

£§¦¨�å ¤� ¬§¦¢¦� ©��å £� «¦¤ �¡æ¢¦¬�¦ �¢�æ¨ �£¦

� = 0;

while ¬§á¨®�  ¡�¤æ¤�ª A→ a ¡�  a ∈ E∗ do

§¨æ©��©� «¦ A ©«¦ E

�­¦ç ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «¦ ©ç¤¦¢¦E �§�¢�å­¦¬£� «¦¬ª ¡�¤æ¤�ª

«�ª £¦¨­ãª A → e ¡�  � � ¡á�� ¡�¤æ¤� «�ª £¦¨­ãª

A → BC �å«� «�ª £¦¨­ãª A → CB £� B ∈ E ¡� 

C ∈ V \ E §¨¦©�â«¦¬£� ©«�¤ �¨�££�« ¡ã «¦¤ ¡�¤æ¤�

A→ C.

�«¦ §¨¦��¦ç£�¤¦ §�¨á�� �£� £�«á «¦ §¨é«¦ ©«á� ¦ â®¦¬£�

«�¤ �¨�££�« ¡ã

S → SS; S → (S1; S1 → S); S → e



ë®¦¬£� æ«  «¦ ©ç¤¦¢¦ � ©«�¤ §�¨å§«à©� �¬«ã �å¤�  «¦

{S}, ¡�  «¦ ¤â¦ ©ç¤¦¢¦ §�¨��à�é¤ { ¡�¤æ¤à¤ �§æ «�¤

��ç«�¨� ­á©� «�ª £�«�«¨¦§ãª �å¤� 

S → SS; S → (S1; S1 → S); S →); S → S

�«¦ �§æ£�¤¦ �ã£� �§�¢�å­¦¬£� §�¨��à�âª «�ª £¦¨­ãª

A→ a £� a ∈ Σ £� «�¨£�« ¡á .

� � ¡á�� a ∈ V , ¬§¦¢¦�å�¦¬£� «¦ ©ç¤¦¢¦ D(A) «à¤

©¬£�æ¢à¤ §¦¬ §�¨á�¦¤«�  �§æ «¦ A. �å¤�  D(A) =

{B ∈ V |A →∗
G B}. �¦ ©ç¤¦¢¦ D(A) ¬§¦¢¦�å��«�  £�

�¤á¢¦�� £â�¦�¦ £� «¦ E, ��¢.

D(A) = {A};
while ¬§á¨®�  ¡�¤æ¤�ª B → C ¡�  B ∈ D(A); C 6∈ D(A) do

§¨æ©��©� «¦ C ©«¦ D(A):

�­¦ç ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «¦ ©ç¤¦¢¦ D(A) �§�¢�å­¦¬£� « ª

§�¨��à�âª «�ª £¦¨­ãªA→ x £� |x| = 1 . �¤« ¡�� ©«¦ç£�

¡á�� ¡�¤æ¤� «�ª £¦¨­ãªA→ BC £� æ¢¦¬ª «¦¬ª �¬¤�«¦çª

¡�¤æ¤�ª A → B1C1 £� B1 ∈ D(A), C1 ∈ D(A).



�¨¦©�â«¦¬£� «¦¬ª ¡�¤æ¤�ª S → BC � � ¡á�� ¡�¤æ¤�

A→ BC £� A ∈ D(S)\{S} é©«� ©� ¡�¤â¤� �¤� á£�©¦

�ã£� ¤� £�¤ â®¦¬£� ®¨�© £¦§¦ ã©�  §�¨��à�âª £� ��¥ æ

«¦ ¦§¦å¦ â®�  £ã¡¦ª â¤�.

�«¦ §�¨á�� �£� £� «¦¬ª ¡�¤æ¤�ª

S → SS; S → (S1; S →); S → S

â®¦¬£� æ«  D(S1) = {S1}, D(A) = {A} � � ¡á��

A ∈ V \ {S1}. ��¨�¢â §¦¬£� «¦¬ª ¡�¤æ¤�ª £ã¡¦¬ª â¤�,
��¢, «¦¤ S1 →). �¦ £æ¤¦ £� «�¨£�« ¡æ £� £� §¨¦­�¤âª

©ç¤¦¢¦ D «¦ S1 �£­�¤å��«�  ©«¦ ��ç«�¨¦ £â¢¦ª «¦¬ S →
S1 ¡�  ¦ ¡�¤æ¤�ª �¤« ¡��å©«�«�  �§ «¦¬ª S → (S1, S →
(), ¦  ¦§¦å¦  �¤« ©«¦ ®¦ç¤ ©«� ©«¦ ®�å� «¦¬ D(S1). ��¢.

«¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ ¡�¤æ¤à¤ �§æ «¦ «¨å«¦ �ã£� �å¤� 

S → SS; S → (S1; S1 → S); S → ()

�¤ G �å¤�  £å� �¨�££�« ¡ã ®à¨åª ©¬£­¨��æ£�¤� ¡�  w

�å¤�  £å� ©¬£�¦¢¦©� ¨á £§¦¨¦ç£� ¤� �§¦­�©å©¦¬£� �¤

w ∈ L(G) £� «¦¤ �¢�æ¨ �£¦ §¦¬ �¤�­â¨��¡� ¡�  « ª

 �â�ª §¦¬ �¤�§«ç®��¡�¤.



� � «�¤ �§¦�¦®ã ¡�«�©¡�¬ã �� �§æ ��� §¨¦©¦£¦ é¤¦¬£�

« ª §�¨��à�âª £� �¬«æ£�«¦ ©«¦å��ª. �¨¦©¦£¦ é¤¦¬£�

¡á�� ¡�¤æ¤� S → s1s2 : : : skV1V2 : : : Vkt1t2 : : : tm £�

¡ ¤ã©� ª «¦¬ ��. �§� �ã «¦ «£ã£� t1t2 : : : tm �¨å©¡�«� 

§¨¦ª «¦ «â¢¦ª «�ª ©¬£�¦¢¦©� ¨áª «¦ «¦§¦��«¦ç£� ©«�¤

©«¦å�� £� «�¢�¬«�å¦ ©ç£�¦¢¦ «¦ tm, §¨¦«�¢�¬«�å¦ «¦

tm−1 ¡¢§. ¡�  ¡�«æ§ ¤ «¦ Vk, Vk−1, ¡¢§ ¡�  â§� «� «¦

«£ã£� s1s2 : : : sk �¤«å©«¨¦­� ¡�  �¬«æ. �¤ ©«�¤ �¨®ã «�ª

©«¦å��ª â®¦¬£� £� «�¨£�« ¡á ©ç£�¦¢� «� ©¬�¡¨å¤¦¬£� £�

«� �¤«å©«¦ ®� ©ç£�¦¢� «�ª ©¬£�¦¢¦©� ¨áª ©«�¤ �å©¦�¦

¡�  �¤ ��¤ ©¬£­à¤¦ç¤ �§¦¨¨å§«¦¬£� «�¤ ©¬£�¦¢¦©� ¨á.

��«�¢ã�¦¬£� ©� £å� ©«¦å�� æ§¦¬ «¦ §¨é«¦ ©«¦ ®�å¦ �å¤� 

£� «�¨£�« ¡æ. �­�¨£æ�¦¬£� £å� §�¨��à�ã � ¦§¦å� §�¨��à�ã

â®�  ©�¤ �¨ ©«�¨æ £â¢¦ª «¦ £� «�¨£�« ¡æ §¦¬ �¨å©¡�«� 

©«�¤ ¡¦¨¬­ã «�ª ©«¦å��ª, � ��¨á­¦¤«�ª �§æ «�¤ ©«¦å��

«¦ £� «�¨£�« ¡æ �¬«æ. î«�¤ � ©«¦å�� ��¤ â®�  ¡�¤â¤�

£� «�¨£�« ¡æ ©ç£�¦¢¦ «æ«� â®¦¬£� «� «�¨£�« ¡á ©ç£�¦¢�

�§æ «� ��¥ æ«�¨� «£ã£�«� «à¤ ¡�¤æ¤à¤ «�ª �¨�££�« ¡ãª.

�¥á�¦¬£� «� ©ç£�¦¢� �¬«á ©¬�¡¨å¤¦¤«�ª £� «�¤ �å©¦�¦

¡�  �¤ ��¤ â®¦¬£� ©¬£­à¤å� �§¦¨¨å§«¦¬£� «�¤ ©¬£�¦¢¦©� ¨á

�¢¢ éª «�¤ �§¦��®æ£�©«�. ��¢. «¦ �¬«æ£�«� ©«¦å��ª

æ§àª ¡�  â¤� §�§�¨�©£â¤¦ �¬«æ£�«¦ ¢� «¦¬¨�¦ç¤ �§¦­�©å�¦¤«�ª,

«¦ �§¦«â¢�©£� �å¤�  ��� . . . ���. � §�¨�§á¤à  �â�

®¨� á��«�  £å� «¨¦§¦§¦å�©�



�«�¤ ¡�«�©¡�¬ã �¬«ã â®¦¬£� ¤� ¢á�¦¬£� ¬§ æ¯ ¤ «¦

���¦¤æª æ«  «¦ �� ®� ¨å��«�  â¤� ©ç£�¦¢¦ ¡á�� ­¦¨á �¤é

� �¨�££�« ¡ã £� ¡á�� §�¨��à�ã §�¨á��  å©àª §�¨ ©©æ«�¨�

�§æ â¤� ©ç£�¦¢¦. �«¦ �� «¦ ¦§¦å¦ ¡�«�©¡�¬á�¦¬£�

£�«�«¨â§¦¬£� « ª £�«��á©� ª ¦  ¦§¦å�ª �¤« ©«¦ ®¦ç¤ ©�

£�«��á©� ª £� �¤á�¤à©� §�¨ ©©¦«â¨à¤ «¦¬ �¤æª ©¬£�æ¢à¤

©� £�«��á©� ª £� â¤� ©ç£�¦¢¦.


