
�  ¡�¤¦¤ ¡âª �¢é©©�ª ®�¨�¡«�¨å�¦¤«�  �§æ ¡á§¦ �ª  � æ«�«�ª.

�   � æ«�«�ª �¬«âª £§¦¨¦ç¤ ¤� ®¨�© £¦§¦ ��¦ç¤ � � ¤�

�§¦��å¥¦¬£� æ«  £å� �¢é©©� ��¤ �å¤�  ¡�¤¦¤ ¡ã. �   � æ«�«�ª

�§¦�� ¡¤ç¦¤«�  £� «�¤ �¦ã�� � «¦¬ �ã££�«¦ª �¤«¢�©�ª

�å«� £� �§¢¦ç©«�¨�ª £��æ�¦¬ª.

ë¤� ©ç¤¦¢¦ ¦¤¦£á��«�  ¡¢� ©«æ àª §¨¦ª ¡á§¦ � §¨á¥�

�¤ «¦ �§¦«â¢�©£� «�ª §¨á¥�ª �¤á£�©� ©� ©«¦ ®�å� «¦¬

©¬¤æ¢¦¬ �å¤�  ©«¦ ®�å¦ «¦¬ ©¬¤æ¢¦¬. ��¨. �  ­¬© ¡¦å

�¨ �£¦å �å¤�  ©ç¤¦¢¦ ¡¢� ©«æ àª §¨¦ª «�¤ §¨æ©��©� ¡� 

«¦¤ §¦¢¢�§¢�© �©£æ, ��¤ �å¤�  ¡¢� ©«æ àª §¨¦ª «�¤ �­�å¨�©�.

�  «�«¨��à¤ ¡¦å §å¤�¡�ª £� ¦¨å�¦¬©� å©� £� 0 ��¤ �å¤� 

©ç¤¦¢¦ ¡¢� ©«æ àª §¨¦ª «�¤ §¨æ©��©� § ¤á¡à¤

�  ¡�¤¦¤ ¡âª �¢é©©�ª �å¤�  ¡¢� ©«âª àª §¨¦ª « ª §¨á¥� ª

§�¨á��©�, ¡¢� ©«æ«�«� Kleene, «¦£ã, â¤à©�, ©¬£§¢ã¨à£�,

©¬¤¦¢¦��à¨�« ¡ã � �­¦¨á. �¨�© £¦§¦ ¦ç£� « ª  � æ«�«�ª

«à¤ ¡�¤¦¤ ¡é¤ �¢à©©é¤ £� «¦¤ �¥ãª «¨æ§¦: �¤ ¡�«�©¡�¬á©¦¬£�

£å� £� ¡�¤¦¤ ¡ã �¢é©©� £� « ª §¨á¥� ª � � « ª ¦§¦å�ª

¦  ¡�¤¦¤ ¡âª �¢é©©�ª �å¤�  ¡¢� ©«âª, «æ«� £å� �§æ « ª

�¨® ¡âª �¢é©©�ª ��¤ �å¤�  ¡�¤¦¤ ¡ã.

� �§æ�� ¥� �å¤�«�  ¡�«�©¡�¬á�¦¤«�ª �� é©«� ¤� �¤��¤à¨å�¦¬¤

« ª ©®�« ¡âª �¢é©©�ª.

0



� � £å� ©¬£�¦¢¦©� ¨á x = a1a2 : : : an−1an ¦¨å�¦¬£� «�¤

�¤«å©«¨¦­� (�¤á©«¨¦­�) «�ª x ¡�  «�¤ ©¬£�¦¢å�¦¬£� £�

xr ¤� �å¤�  � ©¬£�¦¢¦©� ¨á anan−1 : : : a2a1. � � £å�

�¢é©©� L ¦¨å�¦¬£� «�¤ �¤«å©«¨¦­ã «�ª Lr = {Σ∗ :

xr ∈ L}. �©®ç�  æ«  � � ¡�¤¦¤ ¡âª �¢é©©�ª � �¤«å©«¨¦­�
�¢é©©� �å¤�  �§å©�ª ¡�¤¦¤ ¡ã �¢é©©�.

��«�©¡�¬á�¦¬£� �� é©«� ¤� �¤��¤à¨å��  « ª �¤«å©«¨¦­�ª

©¬£�¦¢¦©� ¨âª «�ª �¢é©©�ª L. �¤ «¦ ��M �¤��¤à¨å�� 

«�¤ L «æ«� �¤« ©«¨â­¦¬£� «� �â¢� ©«¦ � á�¨�££�, �¢¢á�¦¬£�

«�¤ �¨® ¡ã ¡�«á©«�©� «¦¬ M ©� «�¢ ¡ã, §¨¦©�â«¦¬£�

£å� ¤â� �¨® ¡ã ¡�«á©«�©� ¡�  e £�«��á©� ª ©« ª «�¢ ¡âª

¡�«�©«á©� ª «¦¬ M ¡�  â®¦¬£� �¬«æ£�«¦ M é©«� ¤�

�¤��¤à¨å��  «�¤ Lr. ��¢. �¤ � (q; a) = r ¦¨å�¦¬£�

� (r; a) = q.

�£¦£¦¨­ ©£æª. �  ¦£¦£¦¨­ ©£¦å �å¤�  ©¬¤�¨«ã©� ª §¦¬

� �«�¨¦ç¤ ¡á§¦ � �¦£ã. ��¨. ¦  �¨�££ ¡âª ©¬¤�¨«ã©� ª

©«�¤ �¨�££ ¡ã á¢���¨� � �«�¨¦ç¤ « ª §¨á¥� ª §¦¢¢�§¢�© �©£æª

£� ���£à«æ ¡�  §¨æ©��©�. � ©¬¤á¨«�©� ¢¦�á¨ �£¦ª �§æ

«¦¬ª §¨��£�« ¡¦çª �¨ �£¦çª £� §¨á¥� «�¤ §¨æ©��©�, ©«¦¬ª

��« ¡¦çª §¨��£�« ¡¦çª £� §¨á¥� «¦¤ §¦¢¢�§¢�© �©£æ,

log (x+ y) = log (x) log (y).
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� � �ç¦ �¢é©©�ª L1 ©«¦ �¢­á��«¦ Σ1, L2 ©«¦ �¢­á��«¦

Σ2 �¤ â®¦¬£� «�¤ ©¬¤á¨«�©� h : Σ1 → Σ∗
2 «�¤ �§�¡«�å¤¦¬£�

£� �§��à�ã ©� ©¬£�¦¢¦©� ¨âª «�ª L1 ©�¤ h(e) = e,

h(ax) = h(a)h(x), £� a ∈ Σ1, x ∈ Σ∗
1. �  ¦£¦£¦¨­ ©£¦å

©« ª �¢é©©�ª � �«�¨¦ç¤ «�¤ §�¨á��©� ©¬£�¦¢¦©� ¨é¤.

��¨. �¤ h(0) = ab, h(1) = e, «æ«� h(0110) = abab.

�¤á¢¦�� ¦¨å�¦¬£� «�¤ ©¬¤á¨«�©� h ©� �¢é©©�ª £� «¦¤

«ç§¦ h(L) = {h(x) : x ∈ L}.

��é¨�£�: �¤ L ⊆ Σ∗
1 �å¤�  ¡�¤¦¤ ¡ã ¡�  � ©¬¤á¨«�©� h

�å¤�  ¦£¦£¦¨­ ©£æª «æ«� «¦ ©ç¤¦¢¦ h(L) �å¤�  ¡�¤¦¤ ¡ã

�¢é©©�.

�§æ�. �¤ h(a) = s1s2 : : : sk, ©«¦ �¬«æ£�«¦ «¦ ¦§¦å¦

�¤��¤à¨å��  «�¤ L �¤« ¡�� ©«¦ç£� � � ¡á�� £�«á��©�

£� ©ç£�¦¢¦ «¦ a £�«á��©� £� «� ©ç£�¦¢� s1s2 : : : sk.

�¨¦©�â«¦¬£� ¤â�ª ¡�«�©«á©� ª é©«� ¤� â®¦¬£� �¤á�¤à©�

�¤æª ©¬£�æ¢¦¬ ¡�  æ®  «�ª �¡¦¢¦¬�å�ª ©¬£�æ¢à¤ s1s2 : : : sk.

� �«�¨¦ç£� « ª å� �ª «�¢ ¡âª ¡�  �¨® ¡ã ¡�«á©«�©�.

�¤«å©«¨¦­¦ª ¦£¦£¦¨­ ©£æª.
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� � £å� �¢é©©� L ¡�  ¦£¦£¦¨­ ©£æ h ¦¨å�¦¬£� h−1(L) =

{x | h(x) ∈ L}. ��¨. �§�¢�å­¦¬£� «¦ ©ç£�¦¢¦ c �§æ

£å� �¢é©©�, ��¢. h(a) = a, h(b) = b, h(c) = e.

� � «�¤ �¢é©©� L = (abc)∗ â®¦¬£� h(L) = (ab)∗.
�¦ � �å¤�  � £���¢ç«�¨� �¢é©©� L1 é©«� h(L1) = L;

�å� §�¨ �¨�­ã �å¤�  � h−1(L) � ¦§¦å� ��¤ �å¤�  � L1

§á¤«¦«� �¢¢á å©àª £���¢ç«�¨¦ ©ç¤¦¢¦ . h−1 [
(ab)∗

]
=

c∗ (c∗ac∗bc∗)∗ c∗.

��é¨�£�: �¤ L ⊆ Σ1 �å¤�  ¡�¤¦¤ ¡ã �¢é©©� ¡�  h :

Σ2 → Σ∗
1 �å¤�  ¦£¦£¦¨­ ©£æª, «æ«� � �¢é©©� h−1(L)

�å¤�  ¡�¤¦¤ ¡ã.

�§æ�� ¥�: �¤ (Q;Σ1; �; q0; F) �å¤�  â¤� �� «¦ ¦§¦å¦

�¤��¤à¨å��  «�¤ L, «¦ �� (Q;Σ2; 
; q0; F) £� 
(q; a) =

�̂(q; h(q)) �¤��¤à¨å��  «�¤ h−1(L) .

�¤ � �å¤�  � ©¬¤á¨«�©� £�«á��©�ª �¤æª ��, ¦¨å�¦¬£� «�¤

©¬¤á¨«�©� �̂ ©� ©¬£�¦¢¦©� ¨âª £� �§��à�ã �̂(q; a) =

�(q; a) � � a ∈ Σ, �̂(q; ax) = �̂(q1; x) æ§¦¬ �(q; a) =

q1. � ©¬¤á¨«�©� �̂ ¦¤¦£á��«�  �§â¡«�©� «�ª � ©� ©¬£�¦¢¦©� ¨âª

¡�  ©®�«å��«�  £� «�¤ £�«���« ¡ã ¡¢� ©«æ«�«�.
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�¬¤â®� � «�ª �§æ�� ¥�ª. �� �§��à�ã ©«¦ £ã¡¦ª £ áª

©¬£�¦¢¦©� ¨áª x £§¦¨¦ç£� ¤� �§¦��å¥¦¬£� æ«  
̂(q; x) =

�̂(q; h(x)) .

�¢�æ¨ �£¦  �§æ­�©�ª � � ¡�¤¦¤ ¡âª �¢é©©�ª.

�� �� �å¤�  �§¢¦å £�®�¤ ©£¦å ©®�� �©£â¤¦  é©«� ¤� �§�¤«¦ç¤

©� �¨à«ã£�«� «�ª £¦¨­ãª x ∈ L £� �§á¤«�©� ��� { ���.

�� �¦ç£� §¨¦�¢ã£�«� «� ¦§¦å� �¡­¨á�¦¤«�  £� £�®�¤âª

Turing æ§¦¬ � �§á¤«�©� �å¤�  £æ¤¦ ��� £� ¡á§¦ � â¤¤¦ �.

�¬�¡�¡¨ £â¤� �¤ � �§á¤«�©� �å¤�  �AI â®¦¬£� «�¤ ©à©«ã

�§á¤«�©�, �¤ � �§á¤«�©� �å¤�  ��� �å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤� £�¤

«¦ �¤�¡�¢ç¯¦¬£�. ��¨. ©� �¥ ©é©� ª £�¤«�ç¦¬£� «�¤

¢ç©� ¡�  �§�¢���ç¦¬£�, «  ¡á¤¦¬£� �¤ ��¤ ¬§á¨®�  �¢�æ¨ �£¦ª

� � ¤� �¨¦ç£� «�¤ ¢ç©� ¡�  �¤���«¦ç£� «�¤ ¢ç©� £�

�¥�¤«¢�« ¡ã �¤��ã«�©� ¡�  ��¤ ¬§á¨®�  ¢ç©�;

�å� á¢¢� ¡�«��¦¨å� �¨à«�£á«à¤ �å¤�  ©®�« ¡á £�  � æ«�«�ª

«�ª �¢é©©�ª §¦¬ �¤��¤à¨å��  â¤� ��.

��é¨�£�: �¤ â¤� ��M â®�  n ¡�«�©«á©� ª «æ«� � �¢é©©�

§¦¬ �¤��¤à¨å��«�  �§æ «¦ �¬«æ£�«¦ M �å¤�  £� ¡�¤ã

�¤ ¬§á¨®�  ©¬£�¦¢¦©� ¨á x £� £ã¡¦ª £ ¡¨æ«�¨¦ «¦¬ n
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é©«� � x ¤� �å¤�«�  ��¡«ã �§æ «¦ M . H �¢é©©� §¦¬

�¤��¤à¨å��«�  �§æ «¦ �¬«æ£�«¦M �å¤�  á§� ¨� �¤ ¬§á¨®� 

©¬£�¦¢¦©� ¨á y £� £ã¡¦ª £�«�¥ç «¦¬ n ¡�  «¦¬ 2n é©«�

� y ¤� �å¤�«�  ��¡«ã �§æ «¦ M .

�� �¤«å©«¦ ®� §¨¦�¢ã£�«� � � «�¤ ��¤ ¡ã §�¨å§«à©� ��¢.

£�®�¤âª Turing ��¤ â®¦¬¤ ¡�«�­�« ¡ã �§á¤«�©�, ��¢.

��¤ ¬§á¨®�  �¢�æ¨ �£¦ª é©«� ¤� �§�¤«á�  £� ��� ���

�§á¤«�©� ©«� §�¨�§á¤à �¨à«ã£�«� � � �¢é©©�ª ��¤ ¡á.

�� ¡�¤ã �¢é©©�.

�¤ «¦ �¬«æ£�«¦M â®�  n ¡�«�©«á©� ª ¡�  ¬§á¨®�  ©¬£�¦¢¦©� ¨á

x £� £ã¡¦ª £ ¡¨æ«�¨¦ «¦¬ n §¦¬ �å¤�«�  ��¡«ã �§æ «¦ M

«æ«� � �¢é©©� �å¤�  £� ¡�¤ã. � � «¦ �¤«å©«¨¦­¦ �¤ x �å¤� 

� £ ¡¨æ«�¨� ©¬£�¦¢¦©� ¨á §¦¬ �¤��¤à¨å��«�  �§æ «¦ M

¡�  � x â®�  £ã¡¦ª £���¢ç«�¨¦ «¦¬ n «æ«� �§æ «¦ �ã££�

�¤«¢�©�ª x = uvw £� v £� ¡�¤ã. �æ«� � ©¬£�¦¢¦©� ¨á

xv0w = xw �¤ã¡�  ©«�¤ �¢é©©� �¤«å­�©� á¨� «¦ £ã¡¦ª

�å¤�  £ ¡¨æ«�¨¦ �§æ «¦ n.

�§� ¨� �¢é©©�.
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�¤ � x �¤��¤à¨å��«�  �§æ «¦ �¬«æ£�«¦M ¡�  |n| < |x| <
2n «æ«� � L �å¤�  á§� ¨�, �­¦ç ¦  ©¬£�¦¢¦©� ¨âª «�ª

£¦¨­ãª uvmw �¤ã¡¦¬¤ ©«�¤ L. �¤ � L �å¤�  á§� ¨� «æ«�

¬§á¨®�  ©¬£�¦¢¦©� ¨á x ∈ L £� |x| ≥ n. �¤ x �å¤�  �

£ ¡¨æ«�¨� ©¬£�¦¢¦©� ¨á ©� £ã¡¦ª ¡�   ©®ç�  |x| ≥ 2n

�­�¨£æ�¦¤«�ª «¦ �ã££� �¤«¢�©�ª £� x = uvw, £� v £�

¡�¤ã ©¬£�¦¢¦©� ¨á, â®¦¬£� æ«  � ©¬£�¦¢¦©� ¨á uw ∈ L

¡�  â®�  £ã¡¦ª £ ¡¨æ«�¨¦ �§æ «¦ �¢á® ©«¦ £ã¡¦ª §¦¬

¬§¦�â©�£� � � «�¤ x.

�¢é©©�ª �¤�¥á¨«�«�ª ©¬£­¨��¦£â¤à¤ ��� { Context Free

Languages CFL.

�  ¡�¤¦¤ ¡âª �¢é©©�ª �¡­¨á�¦¬¤ «¦ §¨é«¦ �ã£� � � «�¤

�¡«â¢�©� �¤æª §¨¦�¨á££�«¦ª «�¤ ¢�¡« ¡ã �¤á¢¬©�, �å¤� 

�§¢âª �¢é©©�ª. ��¤ �§� «�å«�  £¤ã£� §�¨ ©©æ«�¨� �§æ

« ª ¡�«�©«á©� ª «¦¬ �¬«æ£�«¦¬ «¦ ¦§¦å¦ �¤��¤à¨å��  «�¤

�¢é©©�.

��¨. � �¢é©©� 0n1n ��¤ �å¤�  ¡�¤¦¤ ¡ã. � �¢é©©�

�¬«ã �å¤�  â¤� �§¢æ §�¨á�� �£� æ§¦¬ â®¦¬£� ��¬�á¨ �

©¬£�æ¢à¤ §¦¬ �â¢¦¬£� ¤� «� ¨ á�¦¬¤, (�¨ ©«�¨ã ��¥ á

§�¨â¤��©�, begin, end ©� �¢é©©�ª §¨¦�¨�££�« ©£¦ç
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¡¢§). �  ©¬£�¦¢¦©� ¨âª §¦¬ �å¤�  §�¢ ¤�¨¦£ ¡âª ��¤ �§¦«�¢¦ç¤

¡�¤¦¤ ¡ã �¢é©©�. �  �ç¦ §�¨�§á¤à �¢é©©�ª �¤��¤à¨å�¦¤«� 

£� «�¤ §¨¦©�ã¡� ©«¦å��ª (stack) ©� â¤� �¬«æ£�«¦. � �

«�¤ �¢é©©� 0n1n æ©¦ � ��á�¦¬£� 0 «¦ «¦§¦��«¦ç£� ©«�¤

©«¦å��, æ«�¤ �¨®å©¦¬¤ «� ©ç£�¦¢� 1 �¥á�¦¬£� � � ¡���

1 â¤� 0 �§æ «�¤ ©«¦å��. �¤ ¡�«�¢ã¥¦£� £� á�� � ©«¦å��

©«¦ «â¢¦ª «�ª ©¬£�¦¢¦©� ¨áª â®¦¬£� «�¤ ©à©«ã £¦¨­ã.

� � «� §�¢å¤�¨¦£� £å� §�¨ �¨�­ã �å¤�  x = xr. � §�¨ �¨�­ã

�¬«ã ��¤ £�ª �å¤�  �¢�æ¨ �£¦ é©«� ¤� �¢â�®¦¬£� �¤ â®¦¬£�

«�¤ ©à©«ã £¦¨­ã. �å� á¢¢� §¨¦©â�� ©� �å¤�  æ«  ¦ 

§�¢ ¤�¨¦£ ¡âª ©¬£�¦¢¦©� ¨âª �å¤�  ©¬££�«¨ ¡âª àª §¨¦ª

«¦ £â©¦¤ «�ª ©¬£�¦¢¦©� ¨áª. �¤ â®¦¬£� ©«�¤ � á��©ã

£�ª ©«¦å�� ¡�  £�¤«â¯¦¬£� «¦ £â©¦¤ «�ª ©¬£�¦¢¦©� ¨áª

(£� � « ¦¡¨�«å�) «æ«� £� «�¤ �¦ã�� � «�ª ©«¦å��ª £§¦¨¦ç£�

¤� �¤��¤à¨å©¦¬£� « ª §�¢ ¤�¨¦£ ¡âª ©¬£�¦¢¦©� ¨âª. �¦§¦��«¦ç£�

©«�¤ ©«¦å�� «� ©ç£�¦¢� ¡�  £�¤«�ç¦¬£� �¤ ­«á©�£� ©«¦

£â©¦¤. �«á¤¦¤«�ª ©«¦ £â©¦¤ «�ª ©¬£�¦¢¦©� ¨áª �¥á�¦¬£�

«� ©ç£�¦¢� «�ª ©«¦å��ª â¤� â¤� ¡�  ©¬�¡¨å¤¦¬£� £� «¦

©ç£�¦¢¦ §¦¬ � ��á�¦¬£�. �¤ ��¤ «�¬«å�¦¤«�  �å«� §�¨ ©©â¯¦¬¤

©ç£�¦¢� ��¤ â®¦¬£� §�¢å¤�¨¦£¦. �¤ ��� á©�  � ©«¦å�� ¡� 

«�¬«æ®¨¦¤� «�¢� é©�  � ©¬£�¦¢¦©� ¨á â®¦¬£� §�¢å¤�¨¦£¦.
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�  §�¢ ¤�¨¦£ ¡âª ©¬£�¦¢¦©� ¨âª ��¤ �§¦«�¢¦ç¤ ¡�¤¦¤ ¡ã

�¢é©©�.

� £�®�¤ ©£æª «�ª ©«¦å��ª �å¤�  £å� £¦¨­ã £¤ã£�ª á§� ¨�

©� ®à¨�« ¡æ«�«� �¢¢á £� §�¨ ¦¨ ©£æ ©«�¤ §¨æ©��©�, £§¦¨¦ç£�

¤� �¦ç£� £æ¤¦ «¦ «�¢�¬«�å¦ ©«¦ ®�å¦.

� §�¨ �¨�­ã �¢à©©é¤ £� �¬«æ£�«� £�ª �å¤�  �¢�æ¨ �£¦

§¦¬ �§�¤«á�  ©«¦ �¨é«�£� �¤ â¤� ©«¦ ®�å¦ �¤ã¡�  ©�

¡á§¦ ¦ ©ç¤¦¢¦ ( ¡�¤¦§¦ �å ¡á§¦ �ª §¨¦� ��¨�­âª). �å�

�¤�¢¢�¡« ¡ã §¨¦©â�� ©� �å¤�  ¤� §�¨á�¦¬£� «� ©«¦ ®�å�

�¤æª ©¬¤æ¢¦¬. � §¨¦©â�� ©� £� §�¨��à�ã «à¤ ©«¦ ®�åà¤

�¤æª ©¬¤æ¢¦¬ �å¤�  £� �¨�££�« ¡âª { ¡�¤æ¤�ª §�¨��à�ãª.

�  �¨�££�« ¡âª �¤�¥á¨«�«�ª �¬£­¨��¦£â¤à¤ ��� (Con-

text Free Languages) §�¨ �¨á­¦¬¤ ¡�  �§¢âª ©¬¤«�¡« ¡âª

£¦¨­âª ©� ­¬© ¡âª �¢é©©�ª.

��¨. �  §�¢ ¤�¨¦£ ¡âª ©¬£�¦¢¦©� ¨âª ©«¦ �¢­á��«¦ {0;1}
�¡­¨á�¦¤«�  £� «¦¬ ¡�¤æ¤�ª

P → 0P0,
P → 1P1,
P → e
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�  ©¬£�¦¢¦©� ¨âª «�ª £¦¨­ãª 0n1n �¡­¨á�¦¤«�  £� «¦¬

¡�¤æ¤�ª

P → 0P1,
P → e

�  ¡�¤æ¤�ª �¬«¦å §®. P → 1P1, ¦¤¦£á�¦¤«�  §�¨��à�âª.

ë¤� ©ç¤¦¢¦ �§æ ¡�¤æ¤�ª �¬«ãª «�ª £¦¨­ãª ¦¤¦£á��«� 

�¨�££�« ¡ã. ë®¦¬£� £�«��¢�«âª (variables), «¦ ©ç£�¦¢¦

P ¡�  å©àª ¡á§¦ � á¢¢� ©ç£�¦¢� (©¬¤ã�àª ¡�­�¢�å�

�¨á££�«� «¦¬ ��« ¤ ¡¦ç �¢­á��«¦¬) ¡�  «�¨£�« ¡á ©ç£�¦¢�

«� a, b, 0, 1, â®¦¬£� ��¢. â££�©� �§æ�¦©� «¬§à¤.

�� « ª ��� â®¦¬£� ¡á§¦ � £¦¨­ã �¤��¨¦£ãª �­¦ç «¦ å� ¦

©ç£�¦¢¦ �£­�¤å��«�  ¡�  ©«� �ç¦ £â¢� �¤æª ¡�¤æ¤�. ��¤

â®¦¬£� ©�­âª ¡¨ «ã¨ ¦ «�¨£�« ©£¦ç � � «�¤ �¤��¨¦£ã

�¢¢á â®¦¬£� «�¨£�« ¡á. �§� �ã �å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤� �­�¨£æ©¦¬£�

§�¨ ©©æ«�¨¦¬ª �§æ â¤� ¡�¤æ¤� â®¦¬£� £� � « ¦¡¨�«å�

(non determinism) � ©«¦å�� £�ª �¡­¨á��  «�¤ â¤¤¦ � «�ª

�¤��¨¦£ãª ©� �§å§��¦ £�®�¤ ©£¦ç.

�å� �¨�££�« ¡ã �¤�¥á¨«�«� ©¬£­¨��¦£â¤à¤ { ��� �å¤� 

£å� §�¤«á�� (V; T; P; S) æ§¦¬ V �å¤�  â¤� ©ç¤¦¢¦ �§æ £�
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«�¨£�« ¡á ©ç£�¦¢�, T �å¤�  â¤� ©ç¤¦¢¦ �§æ «�¨£�« ¡á

©ç£�¦¢�, «� ©ç¤¦¢� V , T �å¤�  ¥â¤� £�«�¥ç «¦¬ª. �¦

©ç¤¦¢¦ P �å¤�  â¤� ©ç¤¦¢¦ �§æ §�¨��à�âª P ⊆ V ×
(V ∪ T)∗, «¦ ©ç£�¦¢¦ S �å¤�  «¦ ©ç£�¦¢¦ §¨æ«�©�ª (sen-

tence) �å«� «� �¨® ¡æ ©ç£�¦¢¦ (start). �¤ «¦ ©ç£�¦¢¦

S §�¨�¢�å§�«�  «æ«� ��à¨¦ç£� «¦ §¨é«¦ £� «�¨£�« ¡æ

©ç£�¦¢¦ «¦¬ §¨é«¦¬ ¡�¤æ¤� ©�¤ «¦ �¨® ¡æ ©ç£�¦¢¦. � 

§�¨��à�âª �å¤�  «�ª £¦¨­ãª A → aBc. �¦ ©ç£�¦¢¦ A

©«¦ �¨ ©«�¨æ £â¢¦ª ¦¤¦£á��«�  ¡�­�¢ã (head) «�ª §�¨��à�ãª,

«¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ ©¬£�æ¢à¤ ©«¦ ��¥ æ £â¢¦ª ¦¤¦£á��«� 

©é£� (body) «�ª §�¨��à�ãª. �  §�¨��à�âª ©«¦ �¨ ©«�¨æ

â®¦¬¤ £æ¤¦ â¤� ©ç£�¦¢¦. �¤�¥á¨«�«� �§æ «�¤ �â©� «¦¬

©¬£�æ¢¦¬ �¬«¦ç �­�¨£æ�¦¬£� «�¤ §�¨��à�ã, ��¤ �¥�¨«á«� 

�§æ «�¤ �â©� «¦¬ ©¬£�æ¢¦¬ £â©� ©«�¤ â¡­¨�©�, ©¬£­¨��æ£�¤�.

�¬£�¦¢ ©£¦å - ©¬£�á©� ª �� ©ç£�¦¢� a, b, c, 0, 1, : : :

�å¤�  «�¨£�« ¡á. �� ©ç£�¦¢� A, B, C, : : : �å¤�  £�

«�¨£�« ¡á.

��¨. � �¡æ¢¦¬�� ��� §�¨á��  « ª ¡�¤¦¤ ¡âª �¡­¨á©� ª
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S → R,
R→ ∅|a|b,
R→ (R),
R→ (R + R),
R→ (RR),
R→ R∗

�¤ â®¦¬£� §�¨ ©©æ«�¨�ª �§æ £å� §�¨��à�âª £� å� ¦ �¨ ©«�¨æ

£â¢¦ª � � ©¬¤«¦£å� « ª ©¬£§«ç©©¦¬£� ©«�¤ £¦¨­ã R →
∅|a|b (Backus Naur £¦¨­ã).

��¨á�� �£� §�¨��à�ãª «�ª �� (a+ ba)∗. R→ (R) →
(R)∗ → (R + R)∗ → (R + (RR))∗ → (a+ (RR))∗ →
(a+ (bR))∗ → (a+ (ba))∗.

��¨��à�âª £å�ª �¨�££�« ¡ãª

�å� �¤�¢¬« ¡ã (top down) §¨¦©â�� ©� é©«� ¤� §�¨ �¨á¯¦¬£�

«�¤ �¢é©©� §¦¬ §�¨á��«�  �§æ £å� ��� �å¤�  ¦  §�¨��à�âª

«�ª �¨�££�« ¡ãª. �¨å�¦¬£� �A� → �
� �¤ ¬§á¨®� 

¡�¤æ¤�ª - §�¨��à�ã «�ª £¦¨­ãª A → 
. �¨å�¦¬£�

«�¤ ©®â©� ⇒∗ �¤á£�©� ©� �ç¦ ©¬£�¦¢¦©� ¨âª x, y æ«�¤

£§¦¨¦ç£� ¤� §�¨á�¦¬£� ©� ¡á§¦ ¦ �¨ �£æ ��£á«à¤ ©ç£­à¤�
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£� «¦¬ª ¡�¤æ¤�ª «�¤ ©¬£�¦¢¦©� ¨á y �§æ «�¤ ©¬£�¦¢¦©� ¨á

x £� �§��à�ã.

1. x⇒∗ x � � ¡á�� ©¬£�¦¢¦©� ¨á x,

2. �¤ x⇒∗ y ¡�  y ⇒∗ z , «æ«� x→∗ z.

3. �å§¦«� á¢¢¦ ��¤ �¤ã¡�  ©«�¤ ©®â©� ⇒∗.

� � £å� �¨�££�« ¡ã G ¦¨å�¦¬£� «�¤ �¢é©©� §¦¬ §�¨á�� 

� �¨�££�« ¡ã L (G) = {w | w ∈ T ∗ ∧ S →∗ w}. �

�¢é©©� � ¦§¦å� �¤« ©«¦ ®â  ©� £å� ��� ¦¤¦£á��«�  �¢é©©�

�¤�¥á¨«�«� �¬£­¨��¦£â¤à¤ (Context Free Language {

CFL). � � «�¤ �¢é©©� � � «� §�¢å¤�¨¦£� â®¦¬£� P →∗

abba �­¦ç P → aPa→ abba.

�å� �¨�££�« ¡ã £§¦¨�å ¤� §�¨á��  £å� ©¬£�¦¢¦©� ¨á £�

§�¨ ©©æ«�¨�ª �§æ £å� §�¨��à�âª. �¥�«á�¦¬£� «�¤ �¨�££�« ¡ã

G1
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EXPR → EXPR + TERM | TERM,
TERM → TERM × FACTOR | FACTOR,

FACTOR → ( EXPR ) | a.

�ç¦ ©¬£�¦¢¦©� ¨âª §¦¬ £§¦¨¦ç¤ ¤� §�¨�®�¦ç¤ �§æ «�¤

§�¨�§á¤à �¨�££�« ¡ã �å¤�  ¦  (a+ a)×a ¡�  � a+a×a.

��«á «�¤ � �� ¡�©å� £�«á­¨�©�ª - £�«��¢é«« ©�ª ¦ £�«�­¨�©«ãª

§�¨á��  ©¬£�¦¢¦©� ¨âª ¡�«á¢¢�¢�ª � � «�¤ �¡«â¢�©�ª �§æ

«¦¤ �/�. � � «¦¤ ©¡¦§æ �¬«æ ¦ £�«�­¨�©«ãª §¨¦©§���å

¤� �¥á��  «�¤ ©�£�© ¦¢¦�å� «¦¬ ¡é� ¡� £â©à «�ª � �� ¡�©å�ª

«�ª ©¬¤«�¡« ¡ã �¤á¢¬©�ª (parsing). �å� §�¨á©«�©� «�ª

�¨£�¤�å�ª - ©�£�©å�ª £å�ª â¡­¨�©�ª �å¤�  £â©à «�ª ¡�«�©¡�¬ãª

£å�ª �¦£ãª ���¦£â¤à¤ � ¦§¦å� �¦£ã §�¨ ©«á¤�  «�¤ â¡­¨�©�

(��¤�¨ ¡ã �¦£ã ©¬¤ã�àª).

� �¨�££�« ¡ã §¦¬ §�¨ �¨á­«�¡� §�¨á��  �¨ �£�« ¡âª �¡­¨á©� ª.

�«�¤ ��¤�¨ ¡ã �¦£ã � � «�¤ â¡­¨�©� a+a×a ¦ «�¢�©«ãª

× â®�  ©�¤ «�¢�©«â¦¬ª - ¦¨å©£�«� « ª �¡­¨á©� ª a, a, ��¢.

â®¦¬£� «�¤ ©¬¤�� ©£â¤� §¨¦«�¨� æ«�«� «à¤ §¨á¥�à¤. �«�¤

â¡­¨�©� (a+ a)×a â®¦¬£� �¢¢��ã «�ª §¨¦«�¨� æ«�«�ª

«à¤ §¨á¥�à¤ £â©à «à¤ §�¨�¤�â©�à¤. � �¨�££�« ¡ã â®� 

�¬¤�«æ«�«� ¤� �¡­¨á©�  «�¤ �¢¢��ã «�ª §¨¦«�¨� æ«�«�ª

�¬«ã.
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�â¤«¨¦ ©¬¤«�¡« ¡ãª �¤á¢¬©�ª (parse trees)

� �¨�££�« ¡ã

A → 0 A 1
A → B
B → #

§�¨á��  «�¤ �¢é©©� L = {0n#1n | n ∈ N}. ��¨á�� �£�
§�¨��à�ãª A → 0A1 → 00A11 → 000A111 →
000B111 → 000#111. �å� �¤�¢¢�¡« ¡ã §�¨ �¨�­ã

«�ª §�¨��à�ãª £å�ª ©¬£�¦¢¦©� ¨áª �å¤�  + & �â¤«¨¦

©¬¤«�¡« ¡ãª �¤á¢¬©�ª «�ª ©¬£�¦¢¦©� ¨áª (parse tree).

�®�£�«å�¦¬£� â¤� �â¤�¨¦ æ§¦¬ ¦  �©à«�¨ ¡¦å ¡æ£�¦  �¤« ©«¦ ®¦ç¤

©� §�¨��à�âª ¦  ¦§¦å�ª §�¨ â®¦¬¤ £� «�¨£�« ¡á ©ç£�¦¢�,

«� ­ç¢¢� �¤« ©«¦ ®¦ç¤ ©� §�¨��à�âª ¦  ¦§¦å�ª §�¨ â®¦¬¤

£æ¤¦ «�¨£�« ¡á ©ç£�¦¢�. �� ­ç¢¢� «¦¬ �â¤�¨¦¬ £�ª

�å¤¦¬¤ �§æ �¨ ©«�¨á §¨¦ª «� ��¥ á «�¤ §�¨��æ£�¤� ©¬£�¦¢¦©� ¨á.
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� ­¦¨¦ç£�¤�ª �¨�££�« ¡âª. �� ¡á§¦ �ª §�¨ §«é©� ª £å�

�¨�££�« ¡ã §�¨á��  £å� ©¬£�¦¢¦©� ¨á £� �ç¦ �å«� §�¨ ©©æ«�¨�ª

§�¨��à�âª. �å� �¨�££�« ¡ã §�¨á��  £å� ©¬£�¦¢¦©� ¨á

� ­¦¨¦ç£�¤� (� ««á) æ«�¤ £§¦¨¦ç£� ¤� ¡�«�©¡�¬á©¦¬£�

�ç¦ � �­¦¨�« ¡á ©«�¤ �¦£ã «¦¬ª �â¤�¨� ©¬¤«�¡« ¡ãª �¤á¢¬©�ª

� � «�¤ ©¬£�¦¢¦©� ¨á. �å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤� â®¦¬£� � �­¦¨�« ¡âª

§�¨��à�âª � � £å� ©¬£�¦¢¦©� ¨á ¡�  ¤� â®¦¬£� «¦ å� ¦

�â¤�¨¦ ©¬¤«�¡« ¡ãª �¤á¢¬©�ª. �â«¦ �ª §�¨ §«é©� ª §�¨¦¬© á�¦¤«� 

æ«�¤ �¢¢á¥¦¬£� «�¤ ©� ¨á �­�¨£¦�ãª ¡�¤æ¤à¤ � � «�¤

§�¨��à�ã «�ª ©¬£�¦¢¦©� ¨áª �¢¢á ¤� ¡�«�¢ã¥¦¬£� ©«¦

å� ¦ �â¤�¨¦ ©¬¤«�¡« ¡ãª �¤á¢¬©�ª. � � ¤� �§¦­ç�¦¬£�

§�¨ §«é©� ª æ§¦¬ â®¦¬£� � �­¦¨�« ¡ã ©� ¨á �­�¨£¦�ãª

«à¤ ¡�¤æ¤à¤ «�ª �¨�££�« ¡ãª ¦¨å�¦¬£� £å� � � ¡ã £¦¨­ã

§�¨��à�ãª � ¦§¦å� �¤« ¡�� ©«á « ª £�«��¢�«âª £� ¦¨ ©£â¤¦

«¨æ§¦. �å� §�¨��à�ã £å�ª ©¬£�¦¢¦©� ¨áª ¦¤¦£á��«� 

�¨ ©«�¨æ«�¨� §�¨��à�ã (leftmost derivation) �¤ ©� ¡á��

�ã£� �¤« ¡�� ©«¦ç£� «�¤ �¨ ©«�¨æ«�¨� �£­�¤ �æ£�¤� £�«��¢�«ã.

�å� �¨�££�« ¡ã ¦¤¦£á��«� 

� �¨�££�« ¡ã G2

EXPR → EXPR + EXPR | EXPR × EXPR | ( EXPR )
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§�¨á��  «�¤ ©¬£�¦¢¦©� ¨á a + a × a £� �ç¦ «¨æ§¦¬ª.

� �¨�££�« ¡ã ��¤ £§¦¨�å ¤� �¡­¨á©�  «�¤ §¨¦«�¨� æ«�«�

«à¤ §¨á¥�à¤ ¡�  £§¦¨�å ¤� �¡«�¢â©�  §¨é«� �å«� «¦¤ §¦¢¢�§¢�© �©£æ

�å«� «�¤ §¨æ©��©�.

� �¨�££�« ¡ãG2 ¡�  � �¨�££�« ¡ã �¡«æª �§æ « ª §�¨�¤�â©� ª

§�¨á�¦¬¤ « ª å� �ª ©¬£�¦¢¦©� ¨âª. �� «�¤G1 â®¦¬£� â¤�

£æ¤¦ �â¤�¨¦ � � ¡á�� ©¬£�¦¢¦©� ¨á,

��¨á�� �£� � ­¦¨¦ç£�¤�ª §¨æ«�©�ª �§æ ­¬© ¡âª �¢é©©�ª

�¦ ��æ¨  ®á ��¯� «¦ ¡¦¨å«©  £� «¦ ¢¦¬¢¦ç� . �§¦¨¦ç£�

¤� �¨£�¤�ç©¦¬£� £� �ç¦ � �­¦¨�« ¡¦çª «¨æ§¦¬ª «�¤ §¨æ«�©�

¡�  ¤� â®¦¬£� �ç¦ � �­¦¨�« ¡âª �¨£�¤�å�ª { ©�£�©å�ª.

�á�� �§æ�¦©� �¨£�¤�å�ª â®�  � �­¦¨�« ¡æ �â¤«¨¦ ©¬¤«�¡« ¡ãª

�¤á¢¬©�ª.

�å� ©¬£�¦¢¦©� ¨á §�¨á��«�  � ­¦¨¦ç£�¤� �¤ â®�  �ç¦

� �­¦¨�« ¡âª �¨ ©«�¨æ«�¨�ª §�¨��à�âª. �å� �¨�££�« ¡ã

¦¤¦£á��«�  � ­¦¨¦ç£�¤� �¤ §�¨ â®�  £å� «¦¬¢á® ©«¦¤ � ­¦¨¦ç£�¤�

©¬£�¦¢¦©� ¨á. �� �¨¡�«âª §�¨ §«é©� ª £§¦¨¦ç£� ¤� �¨¦ç£�

£� � ­¦¨¦ç£�¤� �¨�££�« ¡ã  ©¦�ç¤�£� £� £å� � ­¦¨¦ç£�¤�

�¨�££�« ¡ã. �§á¨®¦¬¤ �¢é©©�ª �¤�¥á¨«�«�ª ©¬£­¨��¦£â¤à¤

¦  ¦§¦å�ª §�¨á�¦¤«�  �§æ � ­¦¨¦ç£�¤�ª �¨�££�« ¡âª £æ¤¦.
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�â«¦ �ª �¢é©©�ª ¦¤¦£á�¦¤«�  ����¤éª � ­¦¨¦ç£�¤�ª (in-

herently ambiguous), «â«¦ ¦ §�¨á�� �£� �å¤�  � �¢é©©�

{0i1j2k | i = j ∨ j = k}, æ§¦¬ â®¦¬£� «�¤ â¤à©� �ç¦

£� � ­¦¨¦ç£�¤à¤ �¨�££�« ¡é¤ £� £� «�«¨ ££â¤¦ ¡¦ ¤æ

«£ã£�.

�ã££� �¤«¢�©�ª � � ���.

î§àª ¦  ¡�¤¦¤ ¡âª �¢é©©�ª ��¤ �¥�¤«¢¦ç¤ æ¢�ª « ª �¬¤�«âª

�¢é©©�ª, æ£¦ � ¡�  ¦  ��� ��¤ �¥�¤«¢¦ç¤ æ¢�ª « ª �¬¤�«âª

�¢é©©�ª. � �§æ�� ¥� ��©å��«�  ©«�¤ â¤¤¦ � «¦¬ §¢ã�¦¬ª

«à¤ ©«¦ ®�åà¤ �¤æª ©¬¤æ¢¦¬ §�§�¨�©£â¤¦¬ �å«� á§� ¨¦¬

�¢¢á ��¤ �å¤�  £å� ©¬�¡�¡¨ £â¤� �¢é©©� � ¦§¦å� ��¤

�å¤�  ���. � � ¤� �§¦��å¥¦¬£� æ«  £å� �¢é©©� ��¤ �å¤� 

�¤�¥á¨«�«� ©¬£­¨��¦£â¤à¤ ®¨�© £¦§¦ ¦ç£� «¦ �ã££� �¤«¢�©�ª

� � ���. �  �â� �å¤�  æ£¦ � £� «¦ �ã££� �¤«¢�©�ª � �

¡�¤¦¤ ¡âª �¢é©©�ª �¢¢á ©� §�¨ ©©æ«�¨¦ §¦¢ç§¢¦¡� £¦¨­ã.

�¬�¡�¡¨ £â¤� � ©¬£�¦¢¦©� ¨á ®à¨å��«�  ©� §â¤«� «£ã£�«�

¡�  «¦ ��ç«�¨¦ ¡�  «¦ «â«�¨«¦ £§¦¨¦ç¤ �¤ �§�¤�¢�­�¦ç¤.

�ã££� �¤«¢�©�ª � � ���.

�¤ A �å¤�  £å� �¢é©©� �� «æ«� ¬§á¨®�  �¨ �£æª p («¦

£ã¡¦ª á¤«¢�©�ª) é©«� � � ¡á�� ©¬£�¦¢¦©� ¨á x £� £ã¡¦ª
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«¦¬¢á® ©«¦¤ p � ©¬£�¦¢¦©� ¨á x £§¦¨�å ¤� �¨�­«�å x =
uvxyz £�

1. � � i ≥ 0, uvixyiz ∈ A,

2. |vy| > 0,

3. |vxy| < p.

��â� «�ª �§æ�� ¥�ª: �¤ A �å¤�  £å� �¨�££�« ¡ã �� §¦¬
§�¨á��  «�¤ �¢é©©� ¡�  � �¨�££�« ¡ã �§¦«�¢�å«�  �§æ
n §�¨��à�âª ¡�¤æ¤�ª «æ«� � � ©¬£�¦¢¦©� ¨âª ¦  ¦§¦å�ª
§�¨á�¦¤«�  £� �­�¨£¦�ã n+1 �å«� §�¨ ©©æ«�¨�ª §�¨��à�âª
¡á§¦ � §�¨��à�ã â®�  ®¨�© £¦§¦ ���å «¦¬¢á® ©«¦¤ �ç¦
­¦¨âª ���¦¤æª §¦¬ £�ª �§ «¨â§�  ¤� �§�¤�¢á�¦¬£� ¡á§¦ �
«£ã£�«� «�ª ©¬£�¦¢¦©� ¨áª �§�¤�¢�£�á¤¦¤«�ª «¦ �â¤«¨¦
«¦ ¦§¦å¦ �¤« ©«¦ ®�å ©«¦¤ ¡�¤æ¤� ¡�  £�«á «�¤ ��ç«�¨�
�£­á¤ ©� «¦¬ ¡�¤æ¤�.

� ©¬¤�ã¡� |vy| > 0, £�ª ���¬á«�  æ«  «¦¬¢á® ©«¦¤ «¦
â¤� �§æ «� �ç¦ «£ã£�«� «� ¦§¦å� �§�¤�¢�£�á¤¦¤«�  �å¤� 
£� ¡�¤á.

18



�§æ�� ¥�: �§¦�â«¦¬£� æ«  G �å¤�  � ��� � ¦§¦å� §�¨á�� 

«�¤ �¢é©©� L. �§¦�â«¦¬£� æ«  b �å¤�  ¦ £â� ©«¦ª �¨ �£æª

©¬£�æ¢à¤ §¦¬ �£­�¤å�¦¤«�  ©«¦ ��¥å £â¢¦ª «à¤ ¡�¤æ¤à¤

«�ª �¨�££�« ¡ãª. �©®ç�  b ≥ 2. �� ¡á�� �â¤«¨¦ ©¬¤«�¡« ¡ãª

�¤á¢¬©�ª ¦ ¡á�� ¡æ£�¦ª â®�  «¦ §¦¢ç b �§¦�æ¤¦¬ª. ��¢.

©«¦ �§å§��¦ k �� ¬§á¨®¦¬¤ «¦ §¦¢ç bk ¡æ£�¦ . �¤ h

©¬£�¦¢å��  «¦ £â� ©«¦ £ã¡¦ª £ �ª � ��¨¦£ãª ©«¦ �â¤�¨¦

«¦ £â� ©«¦ £ã¡¦ª £å�ª ©¬£�¦¢¦©� ¨á §¦¬ §�¨á��«�  �§æ

â¤� «â«¦ ¦ �â¤�¨¦ �å¤�  bh. �¤ |V | �å¤�  «¦ §¢ã�¦ª «à¤

£�«��¢�«é¤ ¦¨å�¦¬£� p = b|V |+2. �­¦ç b ≥ 2  ©®ç� 

p > b|V |+1, ¡�  ¡á�� �â¤�¨¦ ©¬¤«�¡« ¡ãª �¤á¢¬©�ª � �

©¬£�¦¢¦©� ¨âª «�ª �¢é©©�ª £� £ã¡¦ª «¦¬¢á® ©«¦¤ p â®� 

ç¯¦ª «¦¬¢á® ©«¦¤ |V | + 2. � � £å� ©¬£�¦¢¦©� ¨á s

£ã¡¦¬ª p �å«� £���¢ç«�¨¦ £� t ©¬£�¦¢å�¦¬£� «¦ �â¤�¨¦

©¬¤«�¡« ¡ãª �¤á¢¬©�ª «�ª s £� «¦¤ £ ¡¨æ«�¨¦ �¨ �£æ

¡æ£�à¤. �­¦ç |s| > p «¦ �â¤�¨¦ t â®�  ç¯¦ª «¦¬¢á® ©«¦¤

|V |+2 ¡�  ©¬¤�§éª «¦ £â� ©«¦ £ã¡¦ª £å�ª � ��¨¦£ãª ©«¦

�â¤�¨¦ �¬«æ �� �å¤�  «¦¬¢á® ©«¦¤ |V |+ 2. � � ��¨¦£ã

�¬«ã â®�  «¦¬¢á® ©«¦¤ |V | + 1 £�«��¢�«âª �­¦ç £æ¤¦

«�¨£�« ¡á ©ç£�¦¢� �£­�¤å�¦¤«�  ©«¦¤ «�¢�¬«�å¦ ¡æ£�¦

­ç¢¢¦ ¡�  æ¢¦  ¦  á¢¢¦  ¡æ£�¦  â®¦¬¤ «¦¬¢á® ©«¦¤ £å�

£�«��¢�«ã. �­¦ç â®¦¬£� |V | £�«��¢�«âª ¡á§¦ � £�«��¢�«ã
�£­�¤å��«�  �ç¦ ­¦¨âª. �§ ¢â�¦¬£� «�¤ £�«��¢�«ã §¦¬
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�£­�¤å��«�  �ç¦ ­¦¨âª ©«¦ «£ã£� «�ª � ��¨¦£ãª �§æ «¦

­ç¢¢¦ §¨¦ª «�¤ ¨å�� «¦¬ �â¤�¨¦¬. �à¨å�¦¬£� «�¤ ©¬£�¦¢¦©� ¨á

s æ§àª ©«¦ ©®ã£�. �á�� �£­á¤ ©� «�ª £�«��¢�«ãª R

¦¨å��  â¤� ¬§¦�â¤�¨¦ «¦ ¦§¦å¦ ¬§¦�â¤�¨¦ §�¨á��  â¤�

«£ã£� «�ª ©¬£�¦¢¦©� ¨áª s. � �£­á¤ ©� «�ªR §¢�© â©«�¨�

§¨¦ª «¦ �â¤�¨¦ ¦¨å��  «¦ £���¢ç«�¨¦ «â«¦ ¦ �â¤�¨¦ ¡� 

§�¨á��  «�¤ ©¬£�¦¢¦©� ¨á vxy, ¡�  � ��ç«�¨� �£­á¤ ©�

«�ª £�«��¢�«ãª R ¡��¦¨å��  â¤� �â¤�¨¦ «¦ ¦§¦å¦ §�¨á�� 

«�¤ x £æ¤¦. �­¦ç «� �ç¦ �â¤�¨� §�¨á�¦¤«�  �§æ «�¤

å� � £�«��¢�«ã £§¦¨¦ç£� ¤� �¤« ¡�«�©«ã©¦¬£� «¦ â¤� £�

«¦ á¢¢¦ ¡�  �� â®¦¬£� â¤� �â¤�¨¦ «¦ ¦§¦å¦ §�¨á��  £å�

©¬£�¦¢¦©� ¨á «�ª �¢é©©�ª. �¤« ¡�� ©«é¤«�ª «¦ £ ¡¨æ«�¨¦

�â¤�¨¦ £� ¡á§¦ ¦ á¢¢¦ £�ª �§ «¨â§�  ¤� §�¨á�¦¬£� ©¬£�¦¢¦©� ¨âª

«�ª £¦¨­ãª uvixyiz £� i > 1. �¤« ¡�� ©«é¤«�ª «¦ £���¢ç«�¨¦

�â¤�¨¦ £� «¦ £ ¡¨æ«�¨¦ â®�  ©�¤ �§¦«â¢�©£� «�¤ §�¨��à�ã

«�ª ©¬£�¦¢¦©� ¨áª uxz. � � ¤� �¥�©­�¢å©¦¬£� «�¤ ©¬¤�ã¡�

|vy| > 0 ¬§¦�â«¦¬£� æ«  ¡�  ¦  �ç¦ ¬§¦©¬£�¦¢¦©� ¨âª

�å¤�  ¡�¤âª. �� �¬«ã «�¤ §�¨å§«à©� «¦ �â¤�¨¦ ©¬¤«�¡« ¡ãª

�¤á¢¬©�ª «¦ ¦§¦å¦ �� �å®�£� �¤ �¤« ¡�� ©«¦ç©�£� «¦

£ ¡¨æ«�¨¦ �â¤�¨¦ £� «¦ £���¢ç«�¨¦ �� �å®� ¢ �æ«�¨¦¬ª

�§æ t ¡æ£�¦¬ª ¡�  �� ã«�¤ â¤� �â¤�¨¦ «¦ ¦§¦å¦ §�¨á�� 

«�¤ s. �¦ ���¦¤æª �¬«æ �¤« ­á©¡�  £� «�¤ �§ ¢¦�ã «¦¬

�â¤�¨¦¬ t ©�¤ «¦ �â¤�¨¦ £� «¦¤ �¢á® ©«¦ �¨ �£æ ¡æ£�à¤
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«¦ ¦§¦å¦ §�¨á��  «�¤ s. � � «�¤ ©¬¤�ã¡� |vxy| < p

©«¦ �â¤�¨¦ «¦ ¦§¦å¦ §�¨á��  «�¤ s � ��ç«�¨� �£­á¤ ©�

«�ª R �§æ «¦ ­ç¢¢¦ §¨¦ª «�¤ ¨å�� §�¨á��  «�¤ vxy.

�§ ¢â�¦¤«�ª «�¤ R é©«� ¡�  ¦  �ç¦ �£­�¤å�� ª «�ª ¤�

�å¤�  ©« ª «�¢�¬«�å�ª |V |+1 �£­�¤å©� ª £�«��¢�«é¤ ©«�¤

� ��¨¦£ã ¡�  �§ ¢â�¦¤«�ª «¦ £���¢ç«�¨¦ �¬¤�«æ £ã¡¦ª

� ��¨¦£ãª ©«¦ �â¤�¨¦ «¦ ¬§¦�â¤�¨¦ «¦ ¦§¦å¦ â®�  «�¤ R

©�¤ ¨å�� ¡�  §�¨á��  «�¤ vxy â®�  ç¯¦ª «¦ §¦¢ç |V |+
2. ë¤� �â¤�¨¦ £� �¬«æ «¦ ç¯¦ª £§¦¨�å ¤� §�¨á��  £å�

©¬£�¦¢¦©� ¨á £ã¡¦¬ª «¦ §¦¢ç b|V |+2 = p.

�� �� ®��å æ«  � �¢é©©� L = {ww|w ∈ {0;1}∗} ��¤

�å¤�  �¤�¥á¨«�«� ©¬£­¨��¦£â¤à¤.

�§¦�â«¦¬£� æ«  �å¤�  ���. � �§ ¢¦�ã «�ª ¡�«á¢¢�¢�ª

©¬£�¦¢¦©� ¨á é©«� ¤� �­�¨£æ©¦¬£� «¦ ¢ã££� á¤«¢�©�ª

�§� «�å §¨¦©¦®ã. � §¨é«� ¬§¦¯�­ æ«�«� �å¤�  � 0p10p1

�¢¢á £§¦¨¦ç£� ¤� �§�¤�¢á�¦¬£� ¡á§¦ � «£ã£�«� «�ª ©¬£�¦¢¦©� ¨áª

¡�  ¤� §�¨�£�å¤¦¬£� ©«�¤ �¢é©©� £� «�¤ � á©§�©� u =

0p−1, v = 0, x = 1, y = 0, z = 0p−11. �å� �§æ£�¤�

�§ ¢¦�ã �å¤�  � s = 0p1p0p1p � ¦§¦å� �¡­¨á��  ¡�«á

¡á§¦ ¦ «¨æ§¦ §�¨ ©©æ«�¨¦ «�¤ �¢é©©�. �� ��å¥¦¬£� £�

¡�«á¢¢�¢� ®¨ã©� «¦¬ ¢ã££�«¦ª á¤«¢�©�ª æ«  � ©¬£�¦¢¦©� ¨á
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0p1p0p1p £�ª ¦����å ©� �¤«å­�©�. �¤ p �å¤�  «¦ �¢�® ©«¦

£ã¡¦ª ©¬£�¦¢¦©� ¨áª é©«� ¤�  ©®ç�  «¦ ¢ã££� á¤«¢�©�ª,

â®¦¬£� 0p1p0p1p = uvxyz £� |vxy| < p ¡�  uvixyiz ∈
L. � ©¬£�¦¢¦©� ¨á vxy §�¨ â®�  «¦ £â©¦¤ «�ª ©¬£�¦¢¦©� ¨áª

s. �¤ �¬«æ ��¤ ©¬£��å¤�  «æ«� �� �¨å©¡�«�  �å«� ©«¦ §¨é«¦

£ ©æ «�ª s �å«� ©«¦ ��ç«�¨¦ £ ©æ. �æ«� �¤ �¨å©¡�«� 

©«¦ §¨é«¦ £ ©æ «�ª s � ©¬£�¦¢¦©� ¨á uv2xy2z �� �å®�

«¦ ©ç£�¦¢¦ 1 ©«�¤ §¨é«� �â©� «¦¬ ��ç«�¨¦¬ £ ©¦ç «�ª

©¬£�¦¢¦©� ¨áª. �¤á¢¦�� �¤ �¨å©¡�«�  �å«� ©«¦ ��ç«�¨¦

£ ©æ «�ª s � ©¬£�¦¢¦©� ¨á uv2xy2z �� �å®� «¦ ©ç£�¦¢¦ 0

©«�¤ «�¢�¬«�å� �â©� «¦¬ §¨é«¦¬ £ ©¦ç «�ª ©¬£�¦¢¦©� ¨áª.

��«�¢ã�¦¬£� æ«  � ©¬£�¦¢¦©� ¨á vxy §�¨ â®�  «¦ £â©¦¤

«�ª s. �«�¤ §�¨å§«à©� �¬«ã � ©¬£�¦¢¦©� ¨á uxz �å¤� 

«�ª £¦¨­ãª 0p1i0j1p æ§¦¬ ¦  i, j ��¤ £§¦¨¦ç¤ ¤� �å¤� 

¡�  ¦  �ç¦ p. � ©¬£�¦¢¦©� ¨á �¬«ã ��¤ �å¤�  «�ª £¦¨­ãª

ww.
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�â¤«¨� ©¬¤«�¡« ¡ãª �¤á¢¬©�ª (parse tree)

� ­¦¨¦ç£�¤�ª - � ««âª �¨�££�« ¡âª (ambiguous grammars)

�å� �¨�££�« ¡ã £§¦¨�å ¤� §�¨á��  £å� ©¬£�¦¢¦©� ¨á £�

�ç¦ �å«� §�¨ ©©æ«�¨¦¬ª «¨æ§¦¬ª. ��¨.

�¨ ©«�¨æ«�¨�ª §�¨��à�âª.
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