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2.1 BASIKES ENNOIES

PollĹ montèla pijanotătwn èqoun arijmhtikĹ apotelèsmata, p.q. ìtan antistoi-
qoÔn se metrăseic orgĹnwn, ă timèc metoqÿn sto qrhmatistărio. Ălla montèla
mporeÐ na mhn èqoun arijmhtikĹ apotelèsmata, allĹ endèqetai na sundèontai
me arijmhtikèc timèc pou mac endiafèroun. Gia parĹdeigma, eĹn èna peÐrama
aforĹ thn epilogă foithtÿn apì ènan plhjusmì, Ðswc na endiaferìmaste gia
to mèso ìro thc bajmologÐac touc. Pijanìthtec pou sqetÐzontai me tètoiou
eÐdouc arijmhtikèc timèc mporoÔn na upologisjoÔn qrhsimopoiÿntac thn ènnoia
thc tuqaÐac metablhtăc pou apoteleÐ to antikeÐmeno tou kefalaÐou autoÔ.

Dedomènou enìc peirĹmatoc kai tou antÐstoiqou sunìlou twn dunatÿn a-
potelesmĹtwn (to deigmatikì qÿro), mÐa tuqaÐa metablhtă sundèei èna sugke-
krimèno arijmì me kĹje apotèlesma, bl. Sq. 2.1. Anaferìmaste ston arijmì
autì wc thn arijmhtikă timă ă aplÿc thn timă thc tuqaÐac metablhtăc. Apì
majhmatikăc Ĺpoyhc, h tuqaÐa metablhtă eÐnai mÐa sunĹrthsh pragmatikÿn
timÿn tou peiramatikoÔ apotelèsmatoc.
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Sqăma 2.1: (a) Apeikìnish mÐac tuqaÐac metablhtăc. EÐnai mÐa sunĹrthsh, h opoÐa sundèei
mÐa arijmhtikă timă me kĹje dunatì apotèlesma tou peirĹmatoc. (b) ParĹdeigma mÐac
tuqaÐac metablhtăc. To peÐrama apoteleÐtai apì 2 rÐyeic enìc tetrĹedrou zarioÔ kai h
tuqaÐa metablhtă eÐnai to mègisto twn dÔo rÐyewn. EĹn to apotèlesma tou peirĹmatoc
eÐnai (4,2), h timă thc tuqaÐac metablhtăc eÐnai 4.
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ParousiĹzoume merikĹ paradeÐgmata tuqaÐwn metablhtÿn:

(a) Se èna peÐrama to opoÐo apoteleÐtai apì 5 rÐyeic enìc nomÐsmatoc, to plă-
joc twn korwnÿn sthn akoloujÐa twn rÐyewn eÐnai mÐa tuqaÐa metablhtă.
Wstìso, h măkouc 5 akoloujÐa twn korwnÿn kai grammĹtwn den jewreÐtai
tuqaÐa metablhtă, diìti den èqei mÐa sugkekrimènh arijmhtikă timă.

(b) Se èna peÐrama to opoÐo apoteleÐtai apì duo rÐyeic enìc zarioÔ, ta para-
kĹtw sunistoÔn paradeÐgmata tuqaÐwn metablhtÿn:

(i) To Ĺjroisma twn rÐyewn.

(ii) O arijmìc twn 6 stic dÔo rÐyeic.

(iii) H deÔterh rÐyh uywmènh sth dÔnamh tou pènte.

(g) Se èna peÐrama to opoÐo apoteleÐtai apì thn apostolă enìc mhnÔmatoc, o
qrìnoc pou qreiĹzetai na apostaleÐ to mănuma, to plăjoc twn sumbìlwn
pou lambĹnontai lĹjoc kai h kajustèrhsh me thn opoÐa to mănuma elăfjh,
eÐnai tuqaÐec metablhtèc.

UpĹrqoun arketèc basikèc ènnoiec oi opoÐec sundèontai me tuqaÐec meta-
blhtèc kai oi opoÐec sunoyÐzontai parakĹtw. Sto kefĹlaio autì ja suzhtăsoume
leptomerÿc tic ènnoiec autèc.

KÔriec ànnoiec TuqaÐwn Metablhtÿn

Ac arqÐsoume me èna montèlo pijanìthtac enìc peirĹmatoc:

• MÐa tuqaÐa metablhtă eÐnai mÐa sunĹrthsh pragmatikÿn timÿn tou
apotelèsmatoc tou peirĹmatoc.

• MÐa sunĹrthsh mÐac tuqaÐac metablhtăc orÐzei mÐa nèa tuqaÐa meta-
blhtă.

• MporoÔme na sundèsoume me kĹje tuqaÐa metablhtă kĹpoiouc “mèsouc
ìrouc” pou mac endiafèroun, ìpwc th mèsh timă kai th diasporĹ.

• MÐa tuqaÐa metablhtă mporeÐ na desmeujeÐ apì èna gegonìc, ă mÐa
Ĺllh tuqaÐa metablhtă.

• UpĹrqei h ènnoia thc anexarthsÐac mÐac tuqaÐac metablhtăc apì èna
gegonìc ă apì mÐa Ĺllh tuqaÐa metablhtă.
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MÐa tuqaÐa metablhtă lègetai diakrită eĹn to pedÐo timÿn thc (to sÔnolo
twn timÿn pou mporeÐ na pĹrei) eÐnai peperasmèno ă arijmăsima Ĺpeiro. Gia
parĹdeigma, oi tuqaÐec metablhtèc stic opoÐec anaferjăkame sta (a) kai (b)
parapĹnw mporoÔn na pĹroun èna peperasmèno plăjoc arijmhtikÿn timÿn kai
epomènwc eÐnai diakritèc.

MÐa tuqaÐa metablhtă pou mporeÐ na pĹrei Ĺpeiro kai mh arijmăsimo plă-
joc timÿn den eÐnai diakrită. Gia parĹdeigma, jewrăste to peÐrama epilogăc
enìc shmeÐou a sto diĹsthma [−1, 1]. H tuqaÐa metablhtă h opoÐa sundèei thn
arijmhtikă timă a2 me to apotèlesma a den eÐnai diakrită. Wstìso, h tuqaÐa
metablhtă h opoÐa sundèei to a me thn arijmhtikă timă

sgn(a) =

⎧⎨
⎩

1, eĹn a > 0,
0, eĹn a = 0,

−1, eĹn a < 0,

eÐnai diakrită.
Sto kefĹlaio autì, estiĹzoume apokleistikĹ se diakritèc tuqaÐec metablh-

tèc, parìlo pou ja paraleÐpoume ton ìro “diakritìcfl.

ànnoiec Diakritÿn TuqaÐwn Metablhtÿn

Ac arqÐsoume me èna montèlo pijanìthtac enìc peirĹmatoc.

• MÐa diakrită tuqaÐa metablhtă eÐnai mÐa pragmatikă sunĹrthsh tou
apotelèsmatoc tou peirĹmatoc h opoÐa mporeÐ na pĹrei èna pepera-
smèno ă arijmăsima Ĺpeiro plăjoc timÿn.

• MÐa diakrită tuqaÐa metablhtă sundèetai me mÐa sunĹrthsh mĹzac
pijanìthtac (SMP), h opoÐa orÐzei thn pijanìthta kĹje arijmhtikăc
timăc pou mporeÐ na pĹrei h tuqaÐa metablhtă.

• MÐa sunĹrthsh mÐac diakrităc tuqaÐac metablhtăc orÐzei mÐa Ĺl-
lh tuqaÐa metablhtă, thc opoÐac h SMP kajorÐzetai apì th SMP thc
arqikăc tuqaÐac metablhtăc.

Ja suzhtăsoume kĹje mÐa apì tic parapĹnw ènnoiec kai th sqetikă me-
jodologÐa stic paragrĹfouc pou akoloujoÔn. Epiplèon, ja dÿsoume para-
deÐgmata tuqaÐwn metablhtÿn oi opoÐec apantÿntai suqnĹ. Sto KefĹlaio 3 ja
suzhtăsoume genikèc (ìqi aparaÐthta diakritèc) tuqaÐec metablhtèc.

Parìlo pou sto kefĹlaio autì faÐnetai na kalÔptontai pollèc kainoÔr-
giec ènnoiec, sth pragmatikìthta prìkeitai gia kĹti aploÔstero. H taktikă pou
ja akoloujăsoume eÐnai aplÿc na pĹroume tic ènnoiec tou 1ou kefalaÐou (pija-
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nìthtec, desmeumènec pijanìthtec, anexarthsÐa, klp.) kai na tic efarmìsoume
gia tuqaÐec metablhtèc antÐ gia gegonìta, mazÐ me merikoÔc kainoÔrgiouc sum-
bolismoÔc. Oi mìnec pragmatikĹ kainoÔrgiec ènnoiec aforoÔn mèsec timèc kai
diasporèc.

2.2 SUNARTHSEIS MAZAS PIJANOTHTAS

O shmantikìteroc trìpoc na qarakthrÐsoume mÐa tuqaÐa metablhtă eÐnai na
prosdiorÐsoume tic pijanìthtec twn timÿn pou mporeÐ na pĹrei. Gia mÐa diakrită
tuqaÐa metablhtă X, oi timèc autèc ekfrĹzontai apì th SunĹrthsh MĹzac
Pijanìthtac (SMP gia suntomÐa) thc X, h opoÐa sumbolÐzetai me pX . Sugke-
krimèna, eĹn x eÐnai opoiadăpote dunată timă thc X, h mĹza pijanìthtac tou
x, h opoÐa sumbolÐzetai me pX(x), eÐnai h pijanìthta tou gegonìtoc {X = x}
to opoÐo apoteleÐtai apì ìla ta dunatĹ apotelèsmata ta opoÐa antistoiqoÔn se
timă thc X Ðsh me to x:

pX(x) = P({X = x}).
Gia parĹdeigma, eĹn èna peÐrama apoteleÐtai apì duo anexĹrthtec rÐyeic enìc
amerìlhptou nomÐsmatoc kai eĹn X eÐnai o arijmìc twn korwnÿn pou prokÔ-
ptoun, tìte h SMP thc X eÐnai

pX(x) =

⎧⎨
⎩

1/4, eĹn x = 0 ă x = 2,
1/2, eĹn x = 1,
0, alliÿc.

Se ì,ti akoloujeÐ, ja paraleÐpoume tic agkÔlec apì to sumbolismì ge-
gonìtwn/sunìlwn, efìson den upĹrqei asĹfeia. Sugkekrimèna, ja grĹfoume
sunăjwc P(X = x) antÐ tou pio swstoÔ P({X = x}). EpÐshc, ja thrăsoume
thn exăc sÔmbash: ja qrhsimopoioÔme kefalaÐa grĹmmata gia na dhlÿsoume
tuqaÐec metablhtèc kai mikrĹ grĹmmata gia na dhlÿsoume pragmatikoÔc
arijmoÔc, ìpwc arijmhtikèc timèc mÐac tuqaÐac metablhtăc.

Shmeiÿste ìti ∑
x

pX(x) = 1,

ìpou sto parapĹnw Ĺjroisma oi timèc x kumaÐnontai se ìlec tic dunatèc arij-
mhtikèc timèc thc X. To Ĺjroisma isoÔtai me 1 kai autì sumperaÐnetai apì ta
axiÿmata thc prosjetikìthtac kai kanonikopoÐhshc, epeidă ta gegonìta {X =
x} eÐnai xèna metaxÔ touc kai dhmiourgoÔn mÐa diamèrish tou deigmatikoÔ qÿrou,
kajÿc to x paÐrnei ìlec tic dunatèc timèc thc X. Parìmoia, gia opoiodăpote
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uposÔnolo S dunatÿn timÿn thc X, èqoume

P(X ∈ S) =
∑
x∈S

pX(x).

Gia parĹdeigma, eĹn X eÐnai o arijmìc twn korwnÿn pou prokÔptoun se dÔo
anexĹrthtec rÐyeic enìc amerìlhptou nomÐsmatoc, ìpwc parapĹnw, h pijanìthta
toulĹqiston mÐac korÿnac eÐnai

P(X > 0) =
2∑

x=1

pX(x) =
1
2

+
1
4

=
3
4
.

O upologismìc thc SMP thc X eÐnai ennoiologikĹ aplìc kai apeikonÐzetai
sto parĹdeigma tou Sq. 2.2.

Upologismìc thc SMP mÐac TuqaÐac Metablhtăc X

Gia kĹje dunată timă x thc X:

1. Sullègoume ìla ta dunatĹ apotelèsmata pou antistoiqoÔn sto gegonìc
{X = x}.

2. Prosjètoume tic pijanìthtèc touc gia na pĹroume thn pX(x).

H TuqaÐa Metablhtă Bernoulli

Jewrăste th rÐyh enìc nomÐsmatoc h opoÐa eÐnai korÿna me pijanìthta p kai
grĹmmata me pijanìthta 1 − p. H tuqaÐa metablhtă Bernoulli paÐrnei tic dÔo
timèc 1 kai 0, anĹloga me to eĹn to apotèlesma eÐnai korÿna ă grĹmmata:

X =
{

1, eĹn eÐnai korÿna,
0, eĹn eÐnai grĹmmata.

H SMP thc eÐnai

pX(x) =
{

p, eĹn x = 1,
1 − p, eĹn x = 0.

Parìlh thn aplìthtĹ thc, h tuqaÐa metablhtă Bernoulli eÐnai polÔ shma-
ntikă. Sthn prĹxh qrhsimopoieÐtai gia na perigrĹyei katastĹseic ìpou upĹrqoun
mìno dÔo apotelèsmata, ìpwc:
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Sqăma 2.2: (a) Apeikìnish thc mejìdou upologismoÔ thc SMP mÐac tuqaÐac metablhtăc
X . Gia kĹje dunată timă x, sullègoume ìla ta apotelèsmata ta opoÐa antistoiqoÔn sto
X = x kai prosjètoume tic pijanìthtèc touc gia na pĹroume thn pX(x). (b) Upologismìc
thc SMP pX thc tuqaÐac metablhtăc X= mègisto dÔo anexĹrthtwn rÐyewn enìc 4-edrou
zarioÔ. UpĹrqoun 4 dunatèc timèc x: 1, 2, 3, 4. Gia na upologÐsoume thn pX(x) gia kĹpoio
sugkekrimèno x, prosjètoume tic pijanìthtec twn apotelesmĹtwn pou antistoiqoÔn sto
x. Gia parĹdeigma, upĹrqoun 3 dunatĹ apotelèsmata ta opoÐa antistoiqoÔn sto x = 2:
(1, 2), (2, 2), (2, 1). Kajèna apì autĹ ta dunatĹ apotelèsmata èqei pijanìthta 1/16,
epomènwc pX(2) = 3/16, ìpwc faÐnetai sto sqăma.

(a) Thn katĹstash mÐac thlefwnikăc grammăc, h opoÐa mporeÐ na eÐnai diajè-
simh ă mh diajèsimh se kĹpoia qronikă stigmă.

(b) Thn ugeÐa enìc atìmou to opoÐo mporeÐ na eÐnai ugièc ă Ĺrrwsto me kĹpoia
asjèneia.

(g) Thn protÐmhsh enìc atìmou, h opoÐa mporeÐ na eÐnai h upostărixh ă ìqi
enìc politikoÔ upoyhfÐou.

Epiplèon, sunduĹzontac pollèc tuqaÐec metablhtèc Bernoulli, mporoÔme na ka-
taskeuĹsoume pio polÔplokec tuqaÐec metablhtèc, ìpwc th diwnumikă tuqaÐa
metablhtă thn opoÐa suzhtoÔme akoloÔjwc.



88 Diakritèc TuqaÐec Metablhtèc Kef. 2

H Diwnumikă TuqaÐa Metablhtă

àna nìmisma rÐqnetai n forèc. Se kĹje rÐyh to nìmisma eÐnai korÿna me pija-
nìthta p kai grĹmmata me pijanìthta 1 − p, anexartătwc twn prohgoÔmenwn
rÐyewn. àstw X to plăjoc twn korwnÿn se n rÐyeic. Anaferìmaste sth X
san mÐa diwnumikă tuqaÐa metablhtă me paramètrouc n kai p. H SMP thc X
apoteleÐtai apì tic diwnumikèc pijanìthtec pou upologÐsthkan sthn ParĹgrafo
1.5:

pX(k) = P(X = k) =

(
n

k

)
pk(1 − p)n−k, k = 0, 1, . . . , n.

(Shmeiÿnoume ìti aplopoioÔme to sumbolismì kai qrhsimopoioÔme to k, antÐ
tou x, gia na dhlÿsoume akèraiec timèc tuqaÐwn metablhtÿn.) H idiìthta thc
kanonikopoÐhshc, sthn perÐptwsh thc diwnumikăc tuqaÐac metablhtăc, dÐnei

n∑
k=0

(
n

k

)
pk(1 − p)n−k = 1.

Merikèc eidikèc periptÿseic thc diwnumikăc SMP apeikonÐzontai sto Sq. 2.3.

ÄéùíõìéêÞ ÓÌÐ ÄéùíõìéêÞ ÓÌÐ

ìåãÜëï, ìéêñü

X
p k( )

X
p k( )

k kn

p
n

n
p

Sqăma 2.3: H SMP mÐac diwnumikăc tuqaÐac metablhtăc. EĹn p = 1/2, h SMP eÐnai
summetrikă gÔrw apì to n/2. DiaforetikĹ h SMP klÐnei proc to mhdèn 0 eĹn p < 1/2
kai proc to n eĹn p > 1/2.

H Gewmetrikă TuqaÐa Metablhtă

Upojèste ìti rÐqnoume epaneilhmmèna kai anexĹrthta èna nìmisma me pijanìth-
ta korÿnac Ðsh me p, ìpou 0 < p < 1. H gewmetrikă tuqaÐa metablhtă eÐnai to
plăjoc X twn rÐyewn mèqri thn emfĹnish thc prÿthc korÿnac. H SMP eÐnai

pX(k) = (1 − p)k−1p, k = 1, 2, . . . ,

ìpou (1− p)k−1p eÐnai h pijanìthta thc akoloujÐac pou apoteleÐtai apì k − 1
diadoqikèc apotuqÐec (grĹmmata) akoloujoÔmenec apì mÐa epituqÐa (korÿna); bl.
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Sq. 2.4. Aută eÐnai mÐa apodektă SMP diìti

∞∑
k=1

pX(k) =
∞∑

k=1

(1 − p)k−1p = p
∞∑

k=0

(1 − p)k = p · 1
1 − (1 − p)

= 1.

FusikĹ, edÿ qrhsimopoioÔme rÐyeic nomismĹtwn aplÿc gia na dieukolÔ-
noume thn katanìhsh. Genikìtera mporoÔme na ermhneÔsoume th gewmetrikă
tuqaÐa metablhtă san ton arijmì apì epanalambanìmenec anexĹrthtec dokimèc,
mèqri thn prÿth “epituqÐafl. KĹje dokimă èqei pijanìthta epituqÐac p kai to
plăjoc twn dokimÿn mèqri (kai sumperilambanomènhc) thc prÿthc epituqÐac mo-
ntelopoieÐtai apì th gewmetrikă tuqaÐa metablhtă. H ènnoia thc “epituqÐac”
exartĹtai apì th sugkekrimènh efarmogă. Gia parĹdeigma, mporeÐ na ennoeÐ
thn epituqÐa se èna test metĹ apì kĹpoiec apotuqhmènec prospĹjeiec ă thn eÔ-
resh kĹpoiou antikeimènou metĹ apì èreuna ă thn epituqă prìsbash se ènan
upologistă se mÐa dedomènh prospĹjeia, klp.

X
p k( )

k

p

Sqăma 2.4: H SMP

pX(k) = (1 − p)k−1p, k = 1, 2, . . . ,

mÐac gewmetrikăc tuqaÐac metablhtăc. EÐnai fjÐnousa gewmetrikă prìodoc me parĹmetro
1 − p.

H TuqaÐa Metablhtă Poisson

MÐa tuqaÐa metablhtă Poisson perigrĹfetai apì th SMP

pX(k) = e−λ λk

k!
, k = 0, 1, 2, . . . ,

ìpou λ eÐnai mÐa jetikă parĹmetroc pou qarakthrÐzei thn SMP, bl. Sq. 2.5.
EÐnai mÐa apodektă SMP diìti

∞∑
k=0

e−λ λk

k!
= e−λ

(
1 + λ +

λ2

2!
+

λ3

3!
+ · · ·

)
= e−λeλ = 1.
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X
p k( )X

p k( )

k k

ë
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ë

Sqăma 2.5: H SMP e−λλk/k! mÐac tuqaÐac metablhtăc Poisson gia diaforetikèc timèc
tou λ. Parathrăste ìti eĹn λ < 1 tìte h SMP eÐnai fjÐnousa, enÿ eĹn λ > 1 h SMP
arqikĹ eÐnai aÔxousa kai metĹ eÐnai fjÐnousa, kajÿc to k auxĹnei (autì apodeiknÔetai
sta problămata sto tèloc tou kefalaÐou).

Gia na antilhfjeÐte kalÔtera thn tuqaÐa metablhtă Poisson, skefjeÐte
mÐa diwnumikă tuqaÐa metablhtă me polÔ mikrì p kai polÔ megĹlo n. Gia parĹ-
deigma, jewrăste ton arijmì lajÿn enìc biblÐou pou perièqei n lèxeic, ìpou h
pijanìthta p ìti opoiadăpote dedomènh lèxh eÐnai anorjìgrafh eÐnai polÔ mi-
kră (sundèste mÐa lèxh me th rÐyh enìc nomÐsmatoc to opoÐo eÐnai korÿna ìtan
h lèxh eÐnai anorjìgrafh) ă ton arijmì autokinătwn ta opoÐa emplèkontai se
atuqămata se mÐa pìlh kĹpoia mèra (sundèste èna autokÐnhto me th rÐyh enìc
nomÐsmatoc to opoÐo eÐnai korÿna ìtan to autokÐnhto èqei atÔqhma). Tètoiec tu-
qaÐec metablhtèc mporoÔn na montelopoihjoÔn eÔstoqa apì thn Poisson SMP.

Pio sugkekrimèna, h Poisson SMP me parĹmetro λ eÐnai mÐa kală prosèg-
gish thc diwnumikăc SMP me paramètrouc n kai p, dhladă,

e−λ λk

k!
≈ n!

k! (n − k)!
pk(1 − p)n−k, k = 0, 1, . . . , n,

me thn proôpìjesh ìti λ = np, to n eÐnai polÔ megĹlo kai to p polÔ mikrì. Sthn
perÐptwsh aută h qrăsh thc Poisson SMP mporeÐ na dÿsei aploÔstera montèla
kai upologismoÔc. àstw n = 100 kai p = 0.01. Tìte h pijanìthta k = 5
epituqiÿn stic n = 100 epanalăyeic upologÐzetai me th qrăsh thc diwnumikăc
SMP wc exăc:

100!
95! 5!

· 0.015(1 − 0.01)95 = 0.00290.

Qrhsimopoiÿntac thn Poisson me λ = np = 100 · 0.01 = 1, h pijanìthta
aută proseggÐzetai wc exăc:

e−1 1
5!

= 0.00306.

DÐnoume mÐa majhmatikă aitiolìghsh thc proseggistikăc idiìthtac thc Pois-
son sta problămata sto tèloc tou kefalaÐou kai epÐshc sto KefĹlaio 5, ìpou
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ja thn ermhneÔsoume peraitèrw, ja thn epekteÐnoume kai ja th qrhsimopoiă-
soume gia na perigrĹyoume th diadikasÐa Poisson.

2.3 SUNARTHSEIS TUQAIWN METABLHTWN

Dedomènhc mÐac tuqaÐac metablhtăc X, mporoÔme na orÐsoume Ĺllec tuqaÐec
metablhtèc efarmìzontac diĹforouc metasqhmatismoÔc sthn X. Gia parĹdei-
gma, èstw ìti h tuqaÐa metablhtă X eÐnai h shmerină jermokrasÐa se bajmoÔc
KelsÐou kai jewrăste to metasqhmatismì Y = 1.8X+32, o opoÐoc dÐnei th jer-
mokrasÐa se bajmoÔc FarenĹit. Sto parĹdeigma autì h Y eÐnai mÐa grammikă
sunĹrthsh thc X, thc morfăc

Y = g(X) = aX + b,

ìpou a kai b eÐnai stajerèc. EpÐshc mporoÔme na jewrăsoume kai mh grammikèc
sunartăseic genikăc morfăc

Y = g(X).

Gia parĹdeigma, eĹn jèloume na parousiĹsoume tic jermokrasÐec se logarijmi-
kă klÐmaka, mporoÔme na qrhsimopoiăsoume th sunĹrthsh g(X) = log X.

EĹn Y = g(X) eÐnai mÐa sunĹrthsh mÐac tuqaÐac metablhtăc X, tìte h
Y eÐnai epÐshc mÐa tuqaÐa metablhtă, epeidă dÐnei mÐa arijmhtikă timă gia kĹje
dunatì apotèlesma. Autì sumbaÐnei epeidă kĹje apotèlesma sto deigmatikì
qÿro orÐzei mÐa arijmhtikă timă x gia thn X kai epomènwc mÐa arijmhtikă timă
y = g(x) gia thn Y . EĹn h X eÐnai diakrită me SMP thn pX , tìte h Y eÐnai epÐ-
shc diakrită kai h SMP thc pY mporeÐ na upologisteÐ qrhsimopoiÿntac th SMP
thc X. Sugkekrimèna, gia na pĹroume thn pY (y) gia opoiodăpote y, prosjètoume
tic pijanìthtec ìlwn twn timÿn x gia tic opoÐec g(x) = y:

pY (y) =
∑

{x | g(x)=y}
pX(x).

ParĹdeigma 2.1. àstw Y = |X |. Ac efarmìsoume ton prohgoÔmeno tÔpo gia thn
SMP pY sthn perÐptwsh ìpou

pX(x) =
{

1/9, eĹn x eÐnai akèraioc sto diĹsthma [−4, 4],
0, alliÿc;

bl. Sq. 2.6 . Oi dunatèc timèc thc Y eÐnai y = 0, 1, 2, 3, 4. Gia na upologÐsoume thn
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pY (y) gia kĹpoia dedomènh timă y sto diĹsthma autì, qreiĹzetai na prosjèsoume thn
pX(x) gia ìlec tic timèc x pou ikanopoioÔn thn |x| = y. Pio sugkekrimèna, upĹrqei
mìno mÐa timă thc X h opoÐa antistoiqeÐ sto y = 0, dhladă h x = 0. Epomènwc,

pY (0) = pX(0) =
1
9
.

EpÐshc, upĹrqoun dÔo timèc thc X oi opoÐec antistoiqoÔn se kĹje y = 1, 2, 3, 4. Gia
parĹdeigma,

pY (1) = pX(−1) + pX(1) =
2
9
.

Epomènwc, h SMP thc Y eÐnai

pY (y) =

⎧⎨
⎩

2/9, eĹn y = 1, 2, 3, 4,

1/9, eĹn y = 0,
0, alliÿc.

X
p x( )

Y
p y( )

yx

Y X

Sqăma 2.6: H SMP thc X kai Y = |X | sto ParĹdeigma 2.1.

Gia èna diaforetikì parĹdeigma, èstw Z = X2. Gia na broÔme th SMP thc
Z , mporoÔme na th jewrăsoume wc to tetrĹgwno thc tuqaÐac metablhtăc X ă wc
to tetrĹgwno thc tuqaÐac metablhtăc Y = |X |. Efarmìzontac ton tÔpo pZ(z) =∑

{x | x2=z} pX(x) ă ton tÔpo pZ(z) =
∑

{y | y2=z} pY (y), èqoume

pZ(z) =

⎧⎨
⎩

2/9, eĹn z = 1, 4, 9, 16,

1/9, eĹn z = 0,
0, alliÿc.

2.4 MESH TIMH KAI DIASPORA

H SMP mÐac tuqaÐac metablhtăc mac dÐnei polloÔc arijmoÔc, tic pijanìthtec
ìlwn twn dunatÿn timÿn thc X. Ja jèlame na sunoyÐsoume ìlh aută thn
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plhroforÐa se èna kai mìno antiproswpeutikì arijmì. Autì epitugqĹnetai me
th mèsh timă thc X, h opoÐa eÐnai o mèsoc ìroc twn dunatÿn timÿn thc X
stajmismènwn anĹloga me tic pijanìthtèc touc.

Upojèste ìti peristrèfete èna troqì thc tÔqhc pollèc forèc. Se kĹje
peristrofă ènac apì touc arijmoÔc m1,m2, . . . ,mn prokÔptei me antÐstoiqec
pijanìthtec p1, p2, . . . , pn kai aută eÐnai h amoibă sac gia th sugkekrimènh pe-
ristrofă. Poio eÐnai to qrhmatikì posì pou “anamènete” na pĹrete “anĹ pe-
ristrofăfl? Oi ìroi “anamènete” kai “anĹ peristrofă” eÐnai asafeÐc, allĹ ac
doÔme mÐa logikă ermhneÐa touc.

Upojèste ìti peristrèfete to troqì k forèc kai ìti ki eÐnai o arijmìc twn
forÿn pou to apotèlesma eÐnai mi. Tìte, to sunolikì posì pou lambĹnete eÐnai
m1k1 + m2k2 + · · · + mnkn. To sunolikì posì pou lambĹnete anĹ peristrofă
eÐnai

M =
m1k1 + m2k2 + · · · + mnkn

k
.

EĹn o arijmìc twn peristrofÿn k eÐnai polÔ megĹloc kai eĹn eÐmaste diate-
jeimènoi na ermhneÔsoume tic pijanìthtec wc sqetikèc suqnìthtec, tìte eÐnai
logikì na upojèsoume ìti o mi ja emfanisjeÐ me suqnìthta perÐpou Ðsh me pi:

ki

k
≈ pi, i = 1, . . . , n.

Ăra to posì twn qrhmĹtwn anĹ peristrofă pou “anamènete” na lĹbete eÐnai

M =
m1k1 + m2k2 + · · · + mnkn

k
≈ m1p1 + m2p2 + · · · + mnpn.

Me bĹsh to parapĹnw parĹdeigma, eisĹgoume ton akìloujo orismì.†

†ätan èqoume na kĹnoume me tuqaÐec metablhtèc, oi opoÐec paÐrnoun èna arijmăsima Ĺpeiro plăjoc timÿn,

upĹrqei perÐptwsh to Ĺpeiro Ĺjroisma
∑

x
xpX(x) na mhn eÐnai kalÿc orismèno. Pio sugkekrimèna, ja

lème ìti h mèsh timă eÐnai kalÿc orismènh eĹn
∑

x
|x|pX(x) < ∞. Sthn perÐptwsh aută eÐnai gnwstì ìti

to Ĺpeiro Ĺjroisma
∑

x
xpX(x) sugklÐnei se mÐa peperasmènh timă, h opoÐa eÐnai anexĹrthth thc seirĹc

me thn opoÐa ajroÐzontai oi diĹforoi ìroi.

DÐnoume èna parĹdeigma ìpou h mèsh timă den eÐnai kalÿc orismènh. Jewrăste mÐa tuqaÐa metablhtă X
h opoÐa paÐrnei thn timă 2k me pijanìthta 2−k , gia k = 1, 2, . . .. Gia èna pio endiafèron parĹdeigma,

jewrăste thn tuqaÐa metablhtă X h opoÐa paÐrnei tic timèc 2k kai −2k me pijanìthta 2−k , gia k =
2, 3, . . .. H mèsh timă xanĹ den orÐzetai, an kai h SMP eÐnai summetrikă gÔrw apì to mhdèn kai ja mporoÔse

kaneÐc na jewrăsei ìti h E[X] eÐnai mhdèn.

Sto upìloipo tou biblÐou autoÔ, ektìc eĹn upĹrqei èndeixh gia to antÐjeto, upojètoume ìti h mèsh timă

twn tuqaÐwn metablhtÿn pou mac endiafèroun eÐnai kalÿc orismènh.



94 Diakritèc TuqaÐec Metablhtèc Kef. 2

Mèsh Timă

OrÐzoume th mèsh timă mÐac tuqaÐac metablhtăc X me SMP pX , wc exăc:

E[X] =
∑
x

xpX(x).

ParĹdeigma 2.2. Jewrăste dÔo anexĹrthtec rÐyeic enìc nomÐsmatoc, kĹje mÐa me
pijanìthta korÿnac Ðsh me 3/4 kai èstw X o arijmìc twn korwnÿn pou paÐrnoume.
Tìte, h X eÐnai mÐa diwnumikă tuqaÐa metablhtă me paramètrouc n = 2 kai p = 3/4.
H SMP thc eÐnai

pX(k) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

(1/4)2 , eĹn k = 0,

2 · (1/4) · (3/4), eĹn k = 1,

(3/4)2 , eĹn k = 2,

Ĺra h mèsh timă eÐnai

E[X ] = 0 ·
(

1
4

)2

+ 1 ·
(

2 · 1
4
· 3
4

)
+ 2 ·

(
3
4

)2

=
24
16

=
3
2
.

EÐnai qrăsimo na jewroÔme th mèsh timă thc X wc mÐa “antiproswpeutikă”
timă thc X, h opoÐa brÐsketai kĹpou sto mèso twn dunatÿn timÿn thc. MporeÐ
na eÐmaste pio akribeÐc jewrÿntac th mèsh timă wc to kèntro bĹrouc thc SMP,
upì thn ènnoia pou epexhgeÐtai sto Sq. 2.7.

DiasporĹ, Ropèc kai o Kanìnac thc Mèshc Timăc

Ektìc apì th mèsh timă, upĹrqoun pollèc Ĺllec posìthtec tic opoÐec mporoÔme
na sundèsoume me mÐa tuqaÐa metablhtă kai th SMP thc. Gia parĹdeigma, o-
rÐzoume th 2h ropă thc tuqaÐac metablhtăc X wc th mèsh timă thc tuqaÐac
metablhtăc X2. Pio genikĹ orÐzoume thn n-ostă ropă E[Xn] wc th mèsh timă
thc tuqaÐac metablhtăc Xn. SÔmfwna me thn orologÐa aută h 1h ropă thc X
eÐnai aplÿc h mèsh timă.

H pio shmantikă posìthta pou sqetÐzetai me mÐa tuqaÐa metablhtă X, ektìc
thc mèshc timăc, eÐnai h diasporĹ, h opoÐa dhlÿnetai me var(X) kai orÐzetai wc
h mèsh timă thc tuqaÐac metablhtăc (X − E[X])2, dhladă,

var(X) = E
[
(X − E[X])2

]
.
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ÊÝíôñï âÜñïõò

c = ìÝóç ôéìÞ = Å[×]

x

Sqăma 2.7: ErmhneÐa thc mèshc timăc wc kèntro bĹrouc. Dedomènhc mÐac mĹzac me bĹroc

pX(x) h opoÐa topojeteÐtai se kĹje shmeÐo x me pX(x) > 0, to kèntro bĹrouc c eÐnai to

shmeÐo sto opoÐo to Ĺjroisma twn ropÿn apì ta bĹrh aristerĹ eÐnai Ðso me to Ĺjroisma

twn ropÿn apì ta bĹrh dexiĹ: ∑
x

(x − c)pX(x) = 0.

Ăra c =
∑

x
xpX(x), dhladă to kèntro bĹrouc eÐnai Ðso me th mèsh timă E[X].

Epeidă h (X−E[X])2 paÐrnei mh arnhtikèc timèc, h diasporĹ eÐnai mh arnhtikă.
H diasporĹ eÐnai èna mètro thc diakÔmanshc twn timÿn thc X gÔrw apì

th mèsh timă. àna Ĺllo mètro diakÔmanshc eÐnai h tupikă apìklish thc X, h
opoÐa orÐzetai wc h tetragwnikă rÐza thc diasporĹc kai sumbolÐzetai me σX :

σX =
√

var(X).

H tupikă apìklish eÐnai pio eÔkolo na ermhneuteÐ giatÐ èqei tic Ðdiec monĹdec
ìpwc h X. Gia parĹdeigma, eĹn h X metrĹei măkoc se mètra, oi monĹdec thc
diasporĹc eÐnai tetragwnikĹ mètra, enÿ oi monĹdec thc tupikăc apìklishc eÐnai
mètra.

ànac trìpoc na upologisteÐ h diasporĹ var(X) eÐnai me th qrăsh tou ori-
smoÔ thc mèshc timăc, afoÔ upologisteÐ h SMP thc tuqaÐac metablhtăc (X −
E[X])2. Aută h tuqaÐa metablhtă eÐnai mÐa sunĹrthsh thc X, kai h SMP thc
upologÐzetai me ton trìpo pou suzhtăjhke sthn prohgoÔmenh parĹgrafo.

ParĹdeigma 2.3. Jewrăste thn tuqaÐa metablhtă X tou ParadeÐgmatoc 2.1, h
opoÐa èqei SMP

pX(x) =
{

1/9, eĹn x eÐnai akèraioc sto diĹsthma [−4, 4],
0, alliÿc.
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H mèsh timă E[X ] eÐnai Ðsh me 0. Autì faÐnetai apì th summetrÐa thc SMP thc X
gÔrw apì to 0 kai epalhjeÔetai apì ton orismì:

E[X ] =
∑

x

xpX(x) =
1
9

4∑
x=−4

x = 0.

àstw Z =
(
X − E[X ]

)2
= X2. äpwc sto ParĹdeigma 2.1, èqoume

pZ(z) =

⎧⎨
⎩

2/9, eĹn z = 1, 4, 9, 16,

1/9, eĹn z = 0,
0, alliÿc.

H diasporĹ thc X eÐnai

var(X) = E[Z] =
∑

z

zpZ(z) = 0 · 1
9

+ 1 · 2
9

+ 4 · 2
9

+ 9 · 2
9

+ 16 · 2
9

=
60
9

.

UpĹrqei mÐa eukolìterh mèjodoc na upologÐsoume th diasporĹ var(X), o
opoÐoc qrhsimopoieÐ th SMP thc X allĹ den proôpojètei th SMP thc (X −
E[X])2. H mèjodoc aută basÐzetai ston parakĹtw kanìna.

Kanìnac thc Mèshc Timăc gia Sunartăseic TuqaÐwn Metablhtÿn

àstw X mÐa tuqaÐa metablhtă me SMP pX kai èstw g(X) mÐa sunĹrthsh
thc X. Tìte h mèsh timă thc tuqaÐac metablhtăc g(X) dÐnetai apì

E[g(X)] =
∑
x

g(x)pX(x).

Gia na epalhjeÔsoume ton kanìna autì, jètoume Y = g(X) kai qrhsimo-
poioÔme ton tÔpo

pY (y) =
∑

{x | g(x)=y}
pX(x)

ton opoÐo èqoume apodeÐxei sthn prohgoÔmenh parĹgrafo. àqoume

E[g(X)] = E[Y ]

=
∑
y

ypY (y)
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=
∑
y

y
∑

{x | g(x)=y}
pX(x)

=
∑
y

∑
{x | g(x)=y}

ypX(x)

=
∑
y

∑
{x | g(x)=y}

g(x)pX (x)

=
∑
x

g(x)pX (x).

Qrhsimopoiÿntac ton kanìna thc mèshc timăc, mporoÔme na grĹyoume th
diasporĹ thc X wc

var(X) = E
[
(X − E[X])2

]
=
∑
x

(x − E[X])2pX(x).

Parìmoia, h n-ostă ropă eÐnai

E[Xn] =
∑
x

xnpX(x),

kai den qreiĹzetai na upologisteÐ h SMP thc Xn.

ParĹdeigma 2.3 (sunèqeia). Gia thn tuqaÐa metablhtă X me SMP

pX(x) =
{

1/9, eĹn x eÐnai ènac akèraioc sto diĹsthma [−4, 4],
0, alliÿc,

èqoume

var(X) = E
[(

X − E[X ]
)2]

=
∑

x

(
x − E[X ]

)2
pX(x)

=
1
9

4∑
x=−4

x2 (epeidă E[X ] = 0)

=
1
9
(16 + 9 + 4 + 1 + 0 + 1 + 4 + 9 + 16)

=
60
9

,

to opoÐo sumfwneÐ me to apotèlesma pou brăkame nwrÐtera.
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Shmeiÿsame nwrÐtera ìti h diasporĹ eÐnai pĹnta mh arnhtikă. Ja mpo-
roÔse ìmwc na eÐnai mhdèn? Kajÿc kĹje ìroc ston tÔpo

∑
x(x − E[X])2pX(x)

thc diasporĹc eÐnai mh arnhtikìc, to Ĺjroisma eÐnai mhdèn eĹn kai mìno eĹn
(x − E[X])2pX(x) = 0 gia kĹje x. Aută h sunjăkh sunepĹgetai ìti gia kĹje
x me pX(x) > 0, prèpei na èqoume x = E[X] ÿste h tuqaÐa metablhtă X na
mhn eÐnai pragmatikĹ “tuqaÐafl: h timă thc eÐnai Ðsh me th mèsh timă E[X], me
pijanìthta 1.

DiasporĹ

H diasporĹ var(X) mÐac tuqaÐac metablhtăc X orÐzetai wc

var(X) = E
[
(X − E[X])2

]
,

kai mporeÐ na upologisteÐ wc exăc:

var(X) =
∑
x

(x − E[X])2pX(x).

EÐnai pĹnta mh arnhtikă. H tetragwnikă thc rÐza dhlÿnetai me σX kai
onomĹzetai tupikă apìklish.

Idiìthtec thc Mèshc Timăc kai DiasporĹc

Ja qrhsimopoiăsoume tÿra ton kanìna thc mèshc timăc gia na apodeÐxoume
merikèc shmantikèc idiìthtec thc mèshc timăc kai thc diasporĹc. ArqÐzoume me
mÐa tuqaÐa metablhtă X kai orÐzoume mÐa nèa tuqaÐa metablhtă Y , thc morfăc

Y = aX + b,

ìpou a kai b eÐnai gnwstèc stajerèc. Ja upologÐsoume th mèsh timă kai th
diasporĹ thc grammikăc sunĹrthshc Y . àqoume

E[Y ] =
∑
x

(ax + b)pX(x) = a
∑
x

xpX(x) + b
∑
x

pX(x) = aE[X] + b.

Epiplèon,
var(Y ) =

∑
x

(ax + b − E[aX + b])2pX(x)
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=
∑
x

(ax + b − aE[X] − b)2pX(x)

= a2
∑
x

(x − E[X])2pX(x)

= a2 var(X).

Mèsh Timă kai DiasporĹ Grammikăc SunĹrthshc mÐac TuqaÐac
Metablhtăc

àstw X mÐa tuqaÐa metablhtă kai èstw

Y = aX + b,

ìpou a kai b eÐnai gnwstèc stajerèc. Tìte,

E[Y ] = aE[X] + b, var(Y ) = a2 var(X).

Ac dÿsoume tÿra èna qrăsimo tÔpo gia th diasporĹ mÐac tuqaÐac metablh-
tăc X me dedomènh SMP.

Sqèsh DiasporĹc kai Ropÿn

var(X) = E[X2] − (E[X])2.

H èkfrash aută epalhjeÔetai wc akoloÔjwc:

var(X) =
∑
x

(x − E[X])2pX(x)

=
∑
x

(
x2 − 2xE[X] + (E[X])2

)
pX(x)

=
∑
x

x2pX(x) − 2E[X]
∑
x

xpX(x) + (E[X])2
∑
x

pX(x)

= E[X2] − 2(E[X])2 + (E[X])2

= E[X2] − (E[X])2.
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Tèloc, deÐqnoume me èna parĹdeigma èna lĹjoc pou gÐnetai suqnĹ: genikĹ
h E[g(X)] den eÐnai Ðsh me th g(E[X]), ektìc eĹn h g(X) eÐnai mÐa grammikă
sunĹrthsh.

ParĹdeigma 2.4. Mèsh TaqÔthta kai Mèsoc Qrìnoc. EĹn o kairìc eÐnai kalìc (to
opoÐo sumbaÐnei me pijanìthta 0.6), h AlÐkh perpatĹei dÔo qiliìmetra gia na ftĹsei
sthn tĹxh thc me taqÔthta V = 5 qiliìmetra thn ÿra, kai diaforetikĹ paÐrnei thn
motosuklèta thc kai ftĹnei sthn tĹxh thc me taqÔthta V = 30 qiliìmetra thn ÿra.
Poia eÐnai h mèsh timă tou qrìnou T gia na ftĹsei sthn tĹxh thc?

O swstìc trìpoc gia na lÔsoume to prìblhma eÐnai na broÔme prÿta th SMP
thc T ,

pT (t) =
{

0.6, eĹn t = 2/5 ÿrec,

0.4, eĹn t = 2/30 ÿrec,

kai metĹ na upologÐsoume th mèsh timă

E[T ] = 0.6 · 2
5

+ 0.4 · 2
30

=
4
15

ÿrec.

Ja ătan lĹjoc na broÔme th mèsh timă thc taqÔthtac V ,

E[V ] = 0.6 · 5 + 0.4 · 30 = 15 qiliìmetra thn ÿra,

kai katìpin na isquristoÔme ìti h mèsh timă thc T eÐnai

2
E[V ]

=
2
15

ÿrec.

SunoyÐzontac, s’ autì to parĹdeigma èqoume

T =
2
V

, kai E[T ] = E
[

2
V

]

= 2

E[V ]
.

Mèsec Timèc kai Diasporèc Merikÿn Koinÿn TuqaÐwn Metablhtÿn

Ja apodeÐxoume tÿra touc tÔpouc thc mèshc timăc kai diasporĹc merikÿn shma-
ntikÿn tuqaÐwn metablhtÿn. Oi tÔpoi autoÐ ja qrhsimopoihjoÔn epaneilhmmèna
sto upìloipo tou biblÐou.

ParĹdeigma 2.5. Mèsh Timă kai DiasporĹ thc Bernoulli. Jewrăste to peÐrama
rÐyhc enìc nomÐsmatoc sto opoÐo emfanÐzetai korÿna me pijanìthta p kai grĹmmata
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me pijanìthta 1 − p, kai thn Bernoulli tuqaÐa metablhtă X me SMP

pX(k) =
{

p, eĹn k = 1,
1 − p, eĹn k = 0.

H mèsh timă, h deÔterh ropă kai h diasporĹ thc upologÐzontai wc exăc:

E[X ] = 1 · p + 0 · (1 − p) = p,

E[X2] = 12 · p + 0 · (1 − p) = p,

var(X) = E[X2] − (
E[X ]

)2 = p − p2 = p(1 − p).

ParĹdeigma 2.6. Diakrită Omoiìmorfh TuqaÐa Metablhtă. Poia eÐnai h mèsh
timă kai h diasporĹ thc rÐyhc enìc amerìlhptou 6-edrou zarioÔ? EĹn jewrăsoume
to apotèlesma thc rÐyhc wc mÐa tuqaÐa metablhtă X , h SMP thc eÐnai

pX(k) =
{

1/6, eĹn k = 1, 2, 3, 4, 5, 6,
0, alliÿc.

Epeidă h SMP eÐnai summetrikă gÔrw apì to 3.5, èqoume E[X ] = 3.5. Gia ìti aforĹ
th diasporĹ èqoume

var(X) = E[X2] − (
E[X ]

)2
=

1
6
(12 + 22 + 32 + 42 + 52 + 62) − (3.5)2,

kai paÐrnoume var(X) = 35/12.
H parapĹnw tuqaÐa metablhtă eÐnai eidikă perÐptwsh mÐac diakrităc omoiì-

morfa katanemhmènhc tuqaÐac metablhtăc (ă diakrităc omoiìmorfhc gia sunto-
mÐa), h opoÐa ex orismoÔ paÐrnei mÐa opoiadăpote timă se èna pedÐo diadoqikÿn
akèraiwn timÿn, me Ðsh pijanìthta. Pio sugkekrimèna, h tuqaÐa metablhtă aută
èqei mÐa SMP thc morfăc

pX(k) =

{ 1
b − a + 1

, eĹn k = a, a + 1, . . . , b,

0, alliÿc,

ìpou a kai b eÐnai dÔo akèraioi me a < b; bl. Sq. 2.8.
H mèsh timă eÐnai

E[X ] =
a + b

2
,

ìpwc diapistÿnetai apì thn paratărhsh ìti h SMP eÐnai summetrikă gÔrw apì to
(a + b)/2. Gia na upologÐsoume th diasporĹ thc X , prÿta jewroÔme thn pio aplă
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perÐptwsh ìpou a = 1 kai b = n. EpalhjeÔetai epagwgikĹ wc proc n ìti

E[X2] =
1
n

n∑
k=1

k2 =
1
6
(n + 1)(2n + 1).

Afănoume thn epalăjeush aută san Ĺskhsh gia ton anagnÿsth. H diasporĹ tÿra
prokÔptei wc sunĹrthsh thc prÿthc kai deÔterhc ropăc.

var(X) = E[X2] − (
E[X ]

)2
=

1
6
(n + 1)(2n + 1) − 1

4
(n + 1)2

=
1
12

(n + 1)(4n + 2 − 3n− 3)

=
n2 − 1

12
.

X
p k( )

kba

b a

Sqăma 2.8: H SMP mÐac diakrităc tuqaÐac metablhtăc h opoÐa eÐnai omoiìmorfa

katanemhmènh metaxÔ dÔo akeraÐwn a kai b. H mèsh timă kai h diasporĹ eÐnai

E[X] =
a + b

2
, var(X) =

(b − a)(b − a + 2)

12
.

Gia thn perÐptwsh genikÿn akèraiwn arijmÿn a kai b, shmeiÿnoume ìti mÐa tu-
qaÐa metablhtă h opoÐa eÐnai omoiìmorfa katanemhmènh sto diĹsthma [a, b] èqei thn
Ðdia diasporĹ ìpwc mÐa tuqaÐa metablhtă h opoÐa eÐnai omoiìmorfa katanemhmènh
sto diĹsthma [1, b−a+1], epeidă h SMP thc deÔterhc eÐnai aplÿc h metatopismènh
SMP thc prÿthc. Ăra h zhtoÔmenh diasporĹ prokÔptei apì ton parapĹnw tÔpo
jètontac n = b − a + 1, wc exăc

var(X) =
(b − a + 1)2 − 1

12
=

(b − a)(b − a + 2)
12

.

ParĹdeigma 2.7. H Mèsh Timă thc Poisson. H mèsh timă thc Poisson SMP

pX(k) = e−λ λk

k!
, k = 0, 1, 2, . . . ,
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mporeÐ na upologisteÐ ìpwc faÐnetai parakĹtw:

E[X ] =
∞∑

k=0

ke−λ λk

k!

=
∞∑

k=1

ke−λ λk

k!
(o k = 0 ìroc dÐnei mhdèn)

= λ

∞∑
k=1

e−λ λk−1

(k − 1)!

= λ

∞∑
m=0

e−λ λm

m!
(jètontac m = k − 1)

= λ.

H teleutaÐa isìthta isqÔei diìti

∞∑
m=0

e−λ λm

m!
=

∞∑
m=0

pX(m) = 1

pou eÐnai h idiìthta thc kanonikopoÐhshc thc Poisson SMP.
ànac parìmoioc upologismìc dÐnei th diasporĹ thc tuqaÐac metablhtăc Pois-

son, pou eÐnai epÐshc Ðsh me λ (bl. problămata sto tèloc tou kefalaÐou). Ja
apodeÐxoume to gegonìc autì me diaforetikoÔc trìpouc sta epìmena kefĹlaia.

Lăyh ApofĹsewn Qrhsimopoiÿntac Mèsec Timèc

Oi mèsec timèc suqnĹ mac dieukolÔnoun na diatupÿsoume problămata beltisto-
poÐhshc, ìpou èqoume na epilèxoume metaxÔ pijanÿn apofĹsewn pou apofèroun
tuqaÐa kèrdh. EĹn jewrăsoume to anamenìmeno kèrdoc mÐac apìfashc wc to
“mèso kèrdoc gia èna megĹlo arijmì epanalăyewn”, eÐnai logikì na epilèxoume
mÐa apìfash me mègisto anamenìmeno kèrdoc. DÐnoume èna tètoio parĹdeigma
parakĹtw.

ParĹdeigma 2.8. To Prìblhma tou PaiqnidioÔ Gnÿsewn. To parĹdeigma autì,
ìtan genikeuteÐ katĹllhla, apoteleÐ prìtupo mejìdou bèltisthc dromolìghshc dier-
gasiÿn pou èqoun tuqaÐa apotelèsmata.

Jewrăste èna paiqnÐdi gnÿsewn, ìpou kĹpoio Ĺtomo prèpei na apofasÐsei th
seirĹ me thn opoÐa ja apantăsei dÔo erwtăseic. H erÿthsh 1 ja apanthjeÐ swstĹ me
pijanìthta 0.8 kai tìte to Ĺtomo ja lĹbei san brabeÐo 100 eurÿ, enÿ h erÿthsh 2
ja apanthjeÐ swstĹ me pijanìthta 0.5 kai to Ĺtomo ja lĹbei san brabeÐo 200 eurÿ.
EĹn h prÿth apĹnthsh eÐnai lĹjoc to paiqnÐdi teleiÿnei, dhladă den epitrèpetai sto
Ĺtomo na epiqeirăsei th deÔterh erÿthsh. EĹn h prÿth apĹnthsh eÐnai swstă, tìte
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epitrèpetai sto Ĺtomo na epiqeirăsei th deÔterh erÿthsh. Poia erÿthsh ja prèpei
na apanthjeÐ prÿta gia na megistopoihjeÐ h mèsh timă tou sunolikoÔ qrhmatikoÔ
brabeÐou?

H apĹnthsh den eÐnai profanăc diìti an epiqeirăsei kaneÐc na apantăsei prÿta
thn pio prosodofìra allĹ sugqrìnwc kai pio dÔskolh erÿthsh 2, kinduneÔei na
qĹsei thn eukairÐa na apantăsei thn eukolìterh erÿthsh 1. Ac jewrăsoume to
sunolikì brabeÐo wc tuqaÐa metablhtă X kai ac upologÐsoume th mèsh timă E[X ]
gia tic dÔo diaforetikèc seirèc twn erwtăsewn (bl. Sq. 2.9):

0.2

0.5

0.8

0.2

0.5 0.8

0.5

0.5

0

100

Åñþôçóç 1
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Sqăma 2.9: Akoloujiakă perigrafă tou deigmatikoÔ qÿrou tou paiqnidioÔ gnÿsewn
gia tic periptÿseic pou apantĹtai prÿta h erÿthsh 1 ă prÿta h erÿthsh 2.

(a) ApantĹtai prÿta h erÿthsh 1: Tìte h SMP thc X eÐnai (bl. thn aristeră pleurĹ
tou Sq. 2.9)

pX(0) = 0.2, pX(100) = 0.8 · 0.5, pX(300) = 0.8 · 0.5,

kai èqoume
E[X ] = 0.8 · 0.5 · 100 + 0.8 · 0.5 · 300 = 160.

(b) ApantĹtai prÿta h erÿthsh 2: Tìte h SMP thc X eÐnai (bl. thn dexiĹ pleurĹ tou
Sq. 2.9)

pX(0) = 0.5, pX(200) = 0.5 · 0.2, pX(300) = 0.5 · 0.8,

kai èqoume
E[X ] = 0.5 · 0.2 · 200 + 0.5 · 0.8 · 300 = 140.

Ăra eÐnai protimìtero na epiqeirăsoume na apantăsoume prÿta thn pio eÔkolh
erÿthsh.

Ac genikeÔsoume thn anĹlush. Dhlÿnoume me p1 kai p2 tic pijanìthtec na
apantăsoume swstĹ thn erÿthsh 1 kai thn erÿthsh 2, kai me v1 kai v2 ta antÐstoiqa
brabeÐa. EĹn h erÿthsh 1 apanthjeÐ prÿth, èqoume
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E[X ] = p1(1 − p2)v1 + p1p2(v1 + v2) = p1v1 + p1p2v2,

enÿ eĹn h erÿthsh 2 apanthjeÐ prÿth, èqoume

E[X ] = p2(1 − p1)v2 + p2p1(v2 + v1) = p2v2 + p2p1v1.

Ăra eÐnai bèltisto na apantăsoume prÿta thn erÿthsh 1 eĹn kai mìno eĹn

p1v1 + p1p2v2 ≥ p2v2 + p2p1v1,

ă isodÔnama
p1v1

1 − p1
≥ p2v2

1 − p2
.

Epomènwc h èkfrash pv/(1 − p) apoteleÐ èna antiproswpeutikì deÐkth poiìthtac
pou kajorÐzei th bèltisth seirĹ apantăsewc twn erwtăsewn. EÐnai endiafèron ìti
autìc o kanìnac genikeÔetai sthn perÐptwsh pou oi erwtăseic eÐnai perissìterec
apì dÔo (bl. ta problămata sto tèloc tou kefalaÐou).

2.5 APO KOINOU SMP POLLAPLWN TUQAIWN METABLHTWN

Ta montèla pijanotătwn suqnĹ aforoÔn pollèc tuqaÐec metablhtèc. Gia parĹ-
deigma, sthn perÐptwsh mÐac iatrikăc diĹgnwshc ta apotelèsmata pollaplÿn
tèst endèqetai na eÐnai shmantikĹ, ă sthn perÐptwsh diktÔwn upologistÿn, eÐ-
nai dunatìn na mac endiafèroun ta fortÐa pollÿn pulÿn. älec autèc oi tuqaÐec
metablhtèc sundèontai me to Ðdio peÐrama deigmatikì qÿro kai nìmo pijanìth-
tac, kai oi timèc touc mporeÐ na sqetÐzontai me endiafèrontec trìpouc. Autì mac
odhgeÐ sto na jewrăsoume pijanìthtec pou sundèoun sugqrìnwc pollèc tuqaÐec
metablhtèc, kai na ereunăsoume thn efarmogă touc. Sthn parĹgrafo aută ja
epekteÐnoume tic ènnoiec thc SMP kai thc mèshc timăc pou èqoume anaptÔxei
mèqri tÿra se pollaplèc tuqaÐec metablhtèc. Argìtera, ja anaptÔxoume èn-
noiec dèsmeushc kai anexarthsÐac oi opoÐec eÐnai parĹllhlec me tic idèec pou
anaptÔxame sto KefĹlaio 1.

Jewrăste dÔo diakritèc tuqaÐec metablhtèc X kai Y pou sundèontai me
to Ðdio peÐrama. Oi pijanìthtec twn timÿn twn X kai Y ekfrĹzontai apì thn
apì koinoÔ SMP twn X kai Y , h opoÐa dhlÿnetai me pX,Y . Sugkekrimèna, eĹn
(x, y) eÐnai èna zeÔgoc dunatÿn timÿn twn X kai Y , h mĹza pijanìthtac tou
(x, y) eÐnai h pijanìthta tou gegonìtoc {X = x, Y = y}:

pX,Y (x, y) = P(X = x, Y = y).
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Edÿ qrhsimopoioÔme to suntomeumèno sumbolismì P(X = x, Y = y) antÐ gia
ton pio akribă sumbolismì P({X = x} ∩ {Y = y}) ă P(X = x kai Y = x).

H apì koinoÔ SMP dÐnei thn pijanìthta opoioudăpote gegonìtoc pou eÐnai
sqetikì me tic tuqaÐec metablhtèc X kai Y . Gia parĹdeigma, eĹn A eÐnai to
sÔnolo ìlwn twn zeugÿn (x, y) ta opoÐa èqoun mÐa sugkekrimènh idiìthta, tìte

P((X,Y ) ∈ A) =
∑

(x,y)∈A

pX,Y (x, y).

MĹlista, mporoÔme na upologÐsoume tic SMP twn X kai Y qrhsimopoiÿntac
touc tÔpouc

pX(x) =
∑
y

pX,Y (x, y), pY (y) =
∑
x

pX,Y (x, y).

O tÔpoc gia thn pX(x) epalhjeÔetai qrhsimopoiÿntac ton upologismì

pX(x) = P(X = x)

=
∑
y

P(X = x, Y = y)

=
∑
y

pX,Y (x, y),

ìpou h deÔterh isìthta prokÔptei apì thn paratărhsh ìti to gegonìc {X = x}
eÐnai h ènwsh twn xènwn metaxÔ touc gegonìtwn {X = x, Y = y} ìtan to y
paÐrnei ìlec tic diaforetikèc timèc thc Y . O tÔpoc pY (y) epalhjeÔetai parìmoia.
Ja anaferìmaste stic pX kai pY wc oriakèc SMP, gia na tic xeqwrÐsoume apì
tic apì koinoÔ SMP.

MporoÔme na upologÐsoume oriakèc SMP apì thn apì koinoÔ SMP qrh-
simopoiÿntac thn mèjodo tou pÐnaka. Edÿ, h apì koinoÔ SMP twn X kai Y
kataqwreÐtai se didiĹstato pÐnaka kai h oriakă SMP thc X ă Y gia kĹpoia
dedomènh timă lambĹnetai prosjètontac touc arijmoÔc katĹ măkoc twn a-
ntÐstoiqwn sthlÿn ă grammÿn tou pÐnaka. Blèpe to parakĹtw ParĹdeigma
kai to Sq. 2.10.

ParĹdeigma 2.9. Jewrăste dÔo tuqaÐec metablhtèc X kai Y oi opoÐec perigrĹ-
fontai apì thn apì koinoÔ SMP ìpwc deÐqnetai sto Sq. 2.10. Oi oriakèc SMP
upologÐzontai prosjètontac tic kataqwrăseic katĹ măkoc twn sthlÿn (gia thn o-
riakă SMP thc X) kai katĹ măkoc twn grammÿn (gia thn SMP thc Y ).
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Sqăma 2.10: AnaparĹstash thc mejìdou tou pÐnaka gia ton upologismì twn oriakÿ-
n SMP qrhsimopoiÿntac thn apì koinoÔ SMP tou ParadeÐgmatoc 2.9. H apì koinoÔ
SMP kataqwreÐtai ston pÐnaka, ìpou o arijmìc se kĹje tetrĹgwno (x, y) dÐnei thn timă
thc pX,Y (x, y). Gia na upologisteÐ h oriakă SMP pX(x) gia mÐa dedomènh timă x,
prosjètoume touc arijmoÔc thc stălhc pou antistoiqeÐ sthn timă x. Gia parĹdeigma
pX(2) = 6/20. Parìmoia, gia na upologisteÐ h oriakă SMP pY (y) gia kĹpoia de-
domènh timă y, prosjètoume touc arijmoÔc thc grammăc pou antistoiqeÐ sthn timă y. Gia
parĹdeigma pY (2) = 7/20.

Sunartăseic Pollaplÿn TuqaÐwn Metablhtÿn

ätan upĹrqoun pollaplèc tuqaÐec metablhtèc pou mac endiafèroun, eÐnai dunatì
na dhmiourgăsoume kainoÔrgiec tuqaÐec metablhtèc, jewrÿntac sunartăseic pou
sundèoun kĹpoiec apì autèc. Pio sugkekrimèna, h sunĹrthsh Z = g(X,Y ) twn
tuqaÐwn metablhtÿn X kai Y orÐzei mÐa nèa tuqaÐa metablhtă. H SMP thc
mporeÐ na upologisteÐ apì thn apì koinoÔ SMP pX,Y wc exăc:

pZ(z) =
∑

{(x,y) | g(x,y)=z}
pX,Y (x, y).

Epiplèon, o kanìnac thc mèshc timăc gia sunartăseic epekteÐnetai kai diamor-
fÿnetai wc

E[g(X,Y )] =
∑
x

∑
y

g(x, y)pX,Y (x, y).

H epalăjeush sthn perÐptwsh aută eÐnai parìmoia me thn prohgoÔmenh pou
aforoÔse sunĹrthsh mÐac tuqaÐac metablhtăc. Sthn eidikă perÐptwsh ìpou h
sunĹrthsh g eÐnai grammikă thc morfăc aX + bY + c, ìpou a, b kai c eÐnai
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gnwstèc stajerèc, èqoume

E[aX + bY + c] = aE[X] + bE[Y ] + c.

ParĹdeigma 2.9 (sunèqeia). Jewrăste xanĹ tic tuqaÐec metablhtèc X kai Y , kai
thn apì koinoÔ SMP touc ìpwc dÐnetai sto Sq. 2.10, kajÿc kai mÐa kainoÔrgia tuqaÐa
metablhtă Z h opoÐa orÐzetai wc

Z = X + 2Y.

H SMP thc Z mporeÐ na upologisteÐ me ton tÔpo

pZ(z) =
∑

{(x,y) | x+2y=z}
pX,Y (x, y),

kai qrhsimopoiÿntac th SMP h opoÐa dÐnetai sto Sq. 2.10, èqoume

pZ(3) =
1
20

, pZ(4) =
1
20

, pZ(5) =
2
20

, pZ(6) =
2
20

, pZ(7) =
4
20

,

pZ(8) =
3
20

, pZ(9) =
3
20

, pZ(10) =
2
20

, pZ(11) =
1
20

, pZ(12) =
1
20

.

H mèsh timă thc Z lambĹnetai apì th SMP thc:

E[Z] =
∑

zpZ(z)

= 3 · 1
20

+ 4 · 1
20

+ 5 · 2
20

+ 6 · 2
20

+ 7 · 4
20

+ 8 · 3
20

+ 9 · 3
20

+ 10 · 2
20

+ 11 · 1
20

+ 12 · 1
20

= 7.55.

EnallaktikĹ, mporoÔme na upologÐsoume thn E[Z] qrhsimopoiÿntac ton tÔpo

E
[
Z] = E

[
X ] + 2E

[
Y ].

Apì tic oriakèc SMP, oi opoÐec dÐnontai sto Sq. 2.10, èqoume

E
[
X ] = 1 · 3

20
+ 2 · 6

20
+ 3 · 8

20
+ 4 · 3

20
=

51
20

,

E
[
Y ] = 1 · 3

20
+ 2 · 7

20
+ 3 · 7

20
+ 4 · 3

20
=

50
20

,
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Ĺra

E
[
Z] =

51
20

+ 2 · 50
20

= 7.55.

Perissìterec apì DÔo TuqaÐec Metablhtèc

H apì koinoÔ SMP triÿn tuqaÐwn metablhtÿn X, Y kai Z orÐzetai anĹloga me
ta parapĹnw wc

pX,Y,Z(x, y, z) = P(X = x, Y = y, Z = z),

gia ìlec tic dunatèc triĹdec twn arijmhtikÿn timÿn (x, y, z). AntÐstoiqec oriakèc
SMP orÐzontai anĹloga kai upologÐzontai mèsw sqèsewn ìpwc

pX,Y (x, y) =
∑
z

pX,Y,Z(x, y, z),

kai
pX(x) =

∑
y

∑
z

pX,Y,Z(x, y, z).

O kanìnac thc mèshc timăc gia sunartăseic dÐnei

E[g(X,Y,Z)] =
∑
x

∑
y

∑
z

g(x, y, z)pX,Y,Z(x, y, z),

kai eĹn h g eÐnai grammikă kai èqei th morfă aX + bY + cZ + d, tìte

E[aX + bY + cZ + d] = aE[X] + bE[Y ] + cE[Z] + d.

Epiplèon, upĹrqoun profaneÐc genikeÔseic twn anwtèrw gia perissìterec apì
treic tuqaÐec metablhtèc. Gia parĹdeigma, gia opoiesdăpote tuqaÐec metablhtèc
X1,X2, . . . ,Xn kai opoiesdăpote stajerèc a1, a2, . . . , an, èqoume

E[a1X1 + a2X2 + · · · + anXn] = a1E[X1] + a2E[X2] + · · · + anE[Xn].

ParĹdeigma 2.10. H Mèsh Timă thc Diwnumikăc. Sto mĹjhma twn pijanotă-
twn èqoun eggrafeÐ 300 foithtèc kai kĹje foithtăc èqei pijanìthta Ðsh me 1/3 na
pĹrei bajmì megalÔtero tou 7, anexartătwc opoioudăpote Ĺllou foithtă. Poia
eÐnai h mèsh timă thc X , tou sunolikoÔ arijmoÔ twn foithtÿn pou paÐrnoun bajmì
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megalÔtero tou 7? àstw

Xi =
{

1, eĹn o i-ostìc foithtăc paÐrnei bajmì megalÔtero tou 7,
0, alliÿc.

Ăra oi X1, X2, . . . , Xn eÐnai tuqaÐec metablhtèc Bernoulli me koină mèsh timă p =
1/3. To ajroismĹ touc

X = X1 + X2 + · · · + Xn

eÐnai o arijmìc twn foithtÿn pou paÐrnoun bajmì megalÔtero tou 7. Epeidă h X
eÐnai o arijmìc twn “epituqiÿn” se n anexĹrthtec epanalăyeic, eÐnai mÐa diwnumikă
tuqaÐa metablhtă me paramètrouc n kai p.

Qrhsimopoiÿntac th grammikìthta thc X san sunĹrthsh twn Xi, èqoume

E[X ] =
300∑
i=1

E[Xi] =
300∑
i=1

1
3

= 300 · 1
3

= 100.

EĹn epanalĹboume ton upologismì autì gia èna genikì arijmì foithtÿn n kai pi-
janìthta bajmoÔ megalÔterou tou 7 Ðsh me p, èqoume

E[X ] =
n∑

i=1

E[Xi] =
n∑

i=1

p = np.

ParĹdeigma 2.11. To Prìblhma twn Kapèlwn. Upojèste ìti n Ĺtoma rÐqnoun ta
kapèla touc se èna koutÐ kai akoloÔjwc kajènac anasÔrei èna kapèlo sthn tÔqh.
(KĹje kapèlo mporeÐ na anasurjeÐ apì èna mìno Ĺtomo.) Poia eÐnai h mèsh timă thc
X , tou arijmoÔ twn atìmwn pou anasÔroun to dikì touc kapèlo?

Gia to i-ostì Ĺtomo, eisĹgoume thn tuqaÐa metablhtă Xi h opoÐa èqei thn timă
1 eĹn to Ĺtomo anasÔrei to dikì tou kapèlo kai èqei thn timă 0 diaforetikĹ. Epeidă
P(Xi = 1) = 1/n kai P(Xi = 0) = 1 − 1/n, h mèsh timă thc Xi eÐnai

E[Xi] = 1 · 1
n

+ 0 ·
(

1 − 1
n

)
=

1
n

.

àqoume
X = X1 + X2 + · · · + Xn,

ètsi ÿste

E[X ] = E[X1] + E[X2] + · · · + E[Xn] = n · 1
n

= 1.
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SÔnoyh KÔriwn ShmeÐwn gia thn apì KoinoÔ SMP

àstw ìti oi X kai Y eÐnai tuqaÐec metablhtèc pou sundèontai me to Ðdio
peÐrama.

• H apì koinoÔ SMP pX,Y twn X kai Y orÐzetai apì thn

pX,Y (x, y) = P(X = x, Y = y).

• H oriakă SMP twn X kai Y prokÔptei apì thn apì koinoÔ SMP,
qrhsimopoiÿntac ton tÔpo

pX(x) =
∑
y

pX,Y (x, y), pY (y) =
∑
x

pX,Y (x, y).

• MÐa sunĹrthsh g(X,Y ) twn X kai Y orÐzei mÐa nèa tuqaÐa metablhtă
kai

E[g(X,Y )] =
∑
x

∑
y

g(x, y)pX,Y (x, y).

EĹn h g eÐnai grammikă, thc morfăc aX + bY + c, èqoume

E[aX + bY + c] = aE[X] + bE[Y ] + c.

• Ta parapĹnw èqoun fusikèc proektĹseic sthn perÐptwsh pou èqoume
perissìterec apì dÔo tuqaÐec metablhtèc.

2.6 DESMEUSH

Se analogÐa me th suzăthsh sto KefĹlaio 1, desmeumènec pijanìthtec mpo-
roÔn na qrhsimopoihjoÔn gia na ermhneÔsoume thn plhroforÐa pou diĹfora
gegonìta emperièqoun sqetikĹ me tic timèc mÐac tuqaÐac metablhtăc. S’ aută
thn parĹgrafo eisĹgoume desmeumènec SMP, dedomènou kĹpoiou gegonìtoc, ă
dedomènhc thc timăc mÐac tuqaÐac metablhtăc kai suzhtĹme tic idiìthtèc touc.
Sthn pragmatikìthta, den upĹrqoun pollĹ kainoÔrgia stoiqeÐa, mìno kĹpoia
leptomerăc epexergasÐa ennoiÿn pou eÐnai gnwstèc apì to KefĹlaio 1, kajÿc
kai kĹpoioi kainoÔrgioi sumbolismoÐ.
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Desmeumènh TuqaÐa Metablhtă apì èna Gegonìc

H desmeumènh SMP mÐac tuqaÐac metablhtăc X, dedomènou enìc sugkekrimènou
gegonìtoc A me P(A) > 0, orÐzetai wc

pX|A(x) = P(X = x |A) =
P({X = x} ∩ A)

P(A)
.

Shmeiÿste ìti ta gegonìta {X = x}∩A eÐnai xèna metaxÔ touc gia diaforetikèc
timèc x, kai h ènwsă touc eÐnai A, Ĺra

P(A) =
∑
x

P({X = x} ∩ A).

SunduĹzontac tic dÔo parapĹnw sqèseic, blèpoume ìti∑
x

pX|A(x) = 1,

Ĺra h pX|A eÐnai mÐa apodektă SMP.
H desmeumènh SMP upologÐzetai me parìmoio trìpo ìpwc oi antÐstoiqec

mh desmeumènec SMP: gia na lĹboume thn pX|A(x), prosjètoume tic pijanì-
thtec twn apotelesmĹtwn ta opoÐa antistoiqoÔn sthn timă x kai anăkoun sto
desmeÔon gegonìc A kai metĹ kanonikopoioÔme diairÿntac dia P(A).

ParĹdeigma 2.12. àstw ìti h X eÐnai h tuqaÐa metablhtă thc rÐyhc enìc ame-
rìlhptou 6-edrou zarioÔ kai èstw epÐshc ìti A eÐnai to gegonìc ìti apì th rÐyh
prokÔptei Ĺrtioc arijmìc. Tìte efarmìzontac ton prohgoÔmeno tÔpo, èqoume

pX|A(k) = P(X = k |A)

=
P{(X = k} ∩ A)

P(A)

=
{

1/3, eĹn k = 2, 4, 6,
0, alliÿc.

ParĹdeigma 2.13. ànac foithtăc ja exetasjeÐ se èna diagÿnisma epaneilhmmèna,
mèqri kĹpoio mègisto arijmì apì n forèc, kĹje forĹ me pijanìthta p na to perĹsei,
anexartătwc tou arijmoÔ twn prohgoumènwn prospajeiÿn. Poia eÐnai h SMP tou
arijmoÔ twn prospajeiÿn dedomènou ìti o foithtăc pernĹei to diagÿnisma?

àstw A to gegonìc ìti o foithtăc pèrase to diagÿnisma (me to polÔ n prospĹ-
jeiec). EisĹgoume thn tuqaÐa metablhtă X , h opoÐa eÐnai o arijmìc twn prospajeiÿn
pou qreiĹzontai, eĹn epitrepìtan ènac aperiìristoc arijmìc prospajeiÿn. Tìte, h X
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eÐnai mÐa gewmetrikă tuqaÐa metablhtă me parĹmetro p kai A = {X ≤ n}. àqoume

P(A) =
n∑

m=1

(1 − p)m−1p,

kai

pX|A(k) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

(1 − p)k−1p∑n

m=1
(1 − p)m−1p

, eĹn k = 1, . . . , n,

0, alliÿc,

ìpwc apeikonÐzetai sto Sq. 2.11.

kk

p

pX
p k( )

X A|
p k( )

A

nn n n n

Sqăma 2.11: AnaparĹstash kai upologismìc thc desmeumènhc SMP pX|A(k) sto ParĹ-
deigma 2.13. ArqÐzoume me thn SMP thc X , mhdenÐzoume tic timèc thc SMP gia ìla ta
k ta opoÐa den anăkoun sto upì dèsmeush gegonìc A kai kanonikopoioÔme tic upìloipec
timèc diairÿntac diĹ P(A).

To Sqăma 2.12 dÐnei mÐa pio afhrhmènh anaparĹstash thc kataskeuăc thc
desmeumènhc SMP.

Äåéãìáôéêüò ÷þñïò

Ãåãïíüò

Ãåãïíüò

Ãåãïíüò

X A|
p x( )

x

X=b

X=a
A

Ù

a b

Sqăma 2.12: AnaparĹstash kai upologismìc thc desmeumènhc SMP pX|A(x). Gia kĹje
x, prosjètoume tic pijanìthtec twn endeqomènwn thc tomăc {X = x}∩A kai kanoniko-
poioÔme diairÿntac dia P(A).
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Desmeumènh TuqaÐa Metablhtă apì mÐa Ăllh TuqaÐa Metablhtă

àstw X kai Y dÔo tuqaÐec metablhtèc oi opoÐec sundèontai me to Ðdio peÐra-
ma. EĹn gnwrÐzoume ìti h timă thc Y eÐnai Ðsh me kĹpoio sugkekrimèno y [me
pY (y) > 0], autì mac dÐnei merikă plhroforÐa gia thn timă thc X. H plhrofo-
rÐa aută qrhsimopoieÐtai apì th desmeumènh SMP pX|Y thc X dedomènhc thc
Y , h opoÐa orÐzetai apì thn exeidÐkeush tou orismoÔ pX|A gia gegonìta A thc
morfăc {Y = y}:

pX|Y (x | y) = P(X = x |Y = y).

EĹn qrhsimopoiăsoume ton orismì twn desmeumènwn pijanotătwn, èqoume

pX|Y (x | y) =
P(X = x, Y = y)

P(Y = y)
=

pX,Y (x, y)
pY (y)

.

Ac kratăsoume stajeră mÐa timă y me pY (y) > 0 kai ac exetĹsoume
thn pX|Y (x | y) wc sunĹrthsh tou x. Aută eÐnai mÐa apodektă sunĹrthsh SMP
thc X: anajètei mh arnhtikèc timèc se kĹje pijană timă x kai autèc oi timèc
ajroÐzontai sto 1. Epiplèon, h sunĹrthsh aută tou x èqei to Ðdio sqăma ìpwc
h pX,Y (x, y) ektìc tou ìti eÐnai kanonikopoihmènh lìgw thc diaÐresăc thc dia thc
pY (y), prĹgma to opoÐo epibĹllei thn idiìthta thc kanonikopoÐhshc∑

x

pX|Y (x | y) = 1.

To Sqăma 2.13 dÐnei mÐa anaparĹstash thc desmeumènhc SMP.
H desmeumènh SMP suqnĹ upologÐzetai apì thn apì koinoÔ SMP, qrhsi-

mopoiÿntac mÐa akoloujiakă mèjodo epÐlushc kai ton tÔpo

pX,Y (x, y) = pY (y)pX|Y (x | y),

ă ton tÔpo
pX,Y (x, y) = pX(x)pY |X(y |x).

H mèjodoc aută eÐnai entelÿc parìmoia me th qrăsh tou kanìna tou pollapla-
siasmoÔ tou KefalaÐou 1.

ParĹdeigma 2.14. MÐa kajhgătria apantĹei kĹje erÿthsh twn foithtÿn thc lan-
jasmèna me pijanìthta 1/4, anexĹrthta apì Ĺllec erwtăseic. Se kĹje mĹjhma h
kajhgătria erwtĹtai 0, 1, ă 2 erwtăseic me Ðsh pijanìthta 1/3. àstw X kai Y o a-
rijmìc twn erwtăsewn pou h kajhgătria erwtĹtai kai o arijmìc twn erwtăsewn pou
apantĹ lĹjoc, antÐstoiqa. Gia na kataskeuĹsoume thn apì koinoÔ SMP pX,Y (x, y),
qreiĹzetai na upologÐsoume ìlec tic dunatèc pijanìthtec P(X = x, Y = y) gia
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x

y

y = 3

Áðü êïéíïý ÓÌÐ

ÁíáðáñÜóôáóç ôçò
äåóìåõìÝíçò ÓÌÐ

ÄåóìåõìÝíç ÓÌÐ

ÄåóìåõìÝíç ÓÌÐ

ÄåóìåõìÝíç ÓÌÐy = 1

y= 2

XY
p ( )x,y

X Y|
p ( 1)x|

X Y|
p ( )x y|

X Y|
p ( )x|3

X Y|
p ( )x|2

x

x

x

Sqăma 2.13: AnaparĹstash mÐac desmeumènhc SMP pX|Y (x | y). Gia kĹje timă y, jew-

roÔme thn apì koinoÔ SMP katĹ măkoc thc grammăc Y = y kai kanonikopoioÔme, ètsi

ÿste

∑
x

pX|Y (x | y) = 1.

ìlouc touc sunduasmoÔc timÿn twn x kai y. Autì gÐnetai me th qrăsh mÐac ako-
loujiakăc perigrafăc tou peirĹmatoc kai ton kanìna tou pollaplasiasmoÔ, ìpwc
faÐnetai sto Sq. 2.14. Gia parĹdeigma, gia thn perÐptwsh ìpou tÐjetai èna erÿthma
kai h apĹnthsă tou eÐnai lĹjoc, èqoume

pX,Y (1, 1) = pX(x)pY |X(y |x) =
1
3
· 1
4

=
1
12

.

H apì koinoÔ SMP mporeÐ perigrafeÐ me èna didiĹstato pÐnaka, ìpwc faÐnetai
sto Sq. 2.14, kai mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ gia ton upologismì thc pijanìthtac
opoioudăpote gegonìtoc mac endiafèrei. Gia parĹdeigma

P(toulĹqiston mÐa lĹjoc apĹnthsh) = pX,Y (1, 1) + pX,Y (2, 1) + pX,Y (2, 2)

=
4
48

+
6
48

+
1
48

.

.

H desmeumènh SMP mporeÐ epÐshc na qrhsimopoihjeÐ gia ton upologismì
twn oriakÿn SMP. Sugkekrimèna qrhsimopoiÿntac touc orismoÔc, èqoume

pX(x) =
∑
y

pX,Y (x, y) =
∑
y

pY (y)pX|Y (x | y).
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Sqăma 2.14: Upologismìc thc apì koinoÔ SMP pX,Y (x, y) tou ParadeÐgmatoc 2.14.

O tÔpoc autìc mac parèqei mÐa mèjodo “diaÐrei kai basÐleue” gia ton upologismì
twn oriakÿn SMP. EÐnai basikĹ Ðdioc me to jeÿrhma thc sunolikăc pijanìthtac
pou dÐnetai sto KefĹlaio 1, allĹ parousiĹzetai me diaforetikì sumbolismì.
To parakĹtw parĹdeigma dÐnei mÐa epexăghsh thc mejìdou.

ParĹdeigma 2.15. Jewrăste èna pompì o opoÐoc stèlnei mhnÔmata mèsw enìc
diktÔou upologistÿn. Ac orÐsoume tic dÔo parakĹtw tuqaÐec metablhtèc:

X : qrìnoc apostolăc enìc dedomènou mănumatoc,

U : to măkoc tou dedomènou mhnÔmatoc.

GnwrÐzoume th SMP tou qrìnou apostolăc enìc mhnÔmatoc to opoÐo èqei dedo-
mèno măkoc kai gnwrÐzoume th SMP tou măkouc tou mhnÔmatoc. Jèloume na broÔme
th (qwrÐc dèsmeush) SMP tou qrìnou apostolăc tou mhnÔmatoc.

Upojètoume ìti to măkoc enìc mhnÔmatoc mporeÐ na pĹrei dÔo dunatèc timèc:
y = 102 bytes me pijanìthta 5/6 kai y = 104 bytes me pijanìthta 1/6, ètsi ÿste

pY (y) =
{

5/6, eĹn y = 102,

1/6, eĹn y = 104.

Upojètoume ìti o qrìnoc apostolăc X tou mhnÔmatoc exartĹtai apì to măkoc Y
kai th sumfìrhsh tou diktÔou thn ÿra thc apostolăc. Sugkekrimèna o qrìnoc
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apostolăc eÐnai 10−4Y deuterìlepta me pijanìthta 1/2, 10−3Y deuterìlepta me
pijanìthta 1/3 kai 10−2Y deuterìlepta me pijanìthta 1/6. Ăra èqoume

pX|Y (x | 102) =

⎧⎨
⎩

1/2, eĹn x = 10−2,

1/3, eĹn x = 10−1,

1/6, eĹn x = 1,

pX|Y (x | 104) =

⎧⎨
⎩

1/2, eĹn x = 1,

1/3, eĹn x = 10,

1/6, eĹn x = 100.

Gia na broÔme th SMP thc X qrhsimopoioÔme ton tÔpo thc sunolikăc pija-
nìthtac

pX(x) =
∑

y

pY (y)pX|Y (x | y).

àqoume

pX(10−2) =
5
6
· 1
2
, pX(10−1) =

5
6
· 1
3
, pX(1) =

5
6
· 1
6

+
1
6
· 1
2
,

pX(10) =
1
6
· 1
3
, pX(100) =

1
6
· 1
6
.

TelikĹ, shmeiÿnoume ìti mporoÔme na orÐsoume SMP pou aforoÔn peris-
sìterec apì dÔo tuqaÐec metablhtèc, ìpwc pX,Y |Z(x, y | z) ă pX|Y,Z (x | y, z).
Oi ènnoiec kai oi mèjodoi ìpwc tic èqoume perigrĹyei parapĹnw genikeÔontai
eÔkola.

SÔnoyh KÔriwn ShmeÐwn gia th Desmeumènh SMP

àstw X kai Y dÔo tuqaÐec metablhtèc oi opoÐec sundèontai me to Ðdio
peÐrama.

• Oi desmeumènec SMP eÐnai parìmoiec me tic sunăjeic SMP, allĹ
anaferìntai se èna deigmatikì qÿro, ìpou eÐnai gnwstì ìti to desmeÔ-
on gegonìc èqei sumbeÐ.

• H desmeumènh SMP thc X dedomènou tou gegonìtoc A me P(A) > 0,
orÐzetai wc

pX|A(x) = P(X = x |A)

kai ikanopoieÐ ∑
x

pX|A(x) = 1.

• H desmeumènh SMP thc X dedomènou Y = y sundèetai me thn apì
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koinoÔ SMP mèsw thc sqèshc

pX,Y (x, y) = pY (y)pX|Y (x | y).

O tÔpoc autìc eÐnai anĹlogoc me ton kanìna tou pollaplasiasmoÔ
gia ton upologismì pijanotătwn kai mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ gia na
upologisteÐ h apì koinoÔ SMP apì th desmeumènh SMP.

• H desmeumènh SMP thc X dedomènhc thc Y mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ
gia ton upologismì thc oriakăc SMP thc X mèsw thc sqèshc

pX(x) =
∑
y

pY (y)pX|Y (x | y).

H mèjodoc aută eÐnai anĹlogh me th mèjodo epÐlushc “diaÐrei kai ba-
sÐleue” gia ton upologismì pijanotătwn qrhsimopoiÿntac to jeÿrhma
thc sunolikăc pijanìthtac.

• UpĹrqoun fusikèc proektĹseic twn parapĹnw pou aforoÔn perissì-
terec apì dÔo tuqaÐec metablhtèc.

Desmeumènh Mèsh Timă

MÐa desmeumènh SMP mporeÐ na jewrhjeÐ wc mÐa sunăjhc SMP orismènh se èna
kainoÔrgio deigmatikì qÿro, o opoÐoc prosdiorÐzetai apì to desmeÔon gegonìc.
Me ton Ðdio trìpo, mÐa desmeumènh mèsh timă eÐnai mÐa sunăjhc mèsh timă, ektìc
tou ìti anafèretai sto kainoÔrgio deigmatikì qÿro kai ìlec oi pijanìthtec kai oi
SMP antikajistÿntai apì antÐstoiqec desmeumènec. (Oi desmeumènec diasporèc
mporoÔn na jewrhjoÔn me ton Ðdio trìpo.) Parajètoume parakĹtw touc kÔriouc
orismoÔc kai ta kÔria shmeÐa.

SÔnoyh KÔriwn ShmeÐwn gia Desmeumènec Mèsec Timèc

àstw X kai Y dÔo tuqaÐec metablhtèc pou aforoÔn to Ðdio peÐrama.

• H desmeumènh mèsh timă thc X dedomènou tou gegonìtoc A me
P(A) > 0, orÐzetai wc

E[X |A] =
∑
x

xpX|A(x).
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Gia mÐa sunĹrthsh g(X), èqoume

E[g(X) |A] =
∑
x

g(x)pX|A(x).

• H desmeumènh mèsh timă thc X dedomènhc mÐac timăc y thc Y orÐzetai
wc

E[X |Y = y] =
∑
x

xpX|Y (x | y).

• àqoume
E[X] =

∑
y

pY (y)E[X |Y = y].

Autì eÐnai to jeÿrhma thc sunolikăc mèshc timăc.

• àstw A1, . . . , An gegonìta xèna metaxÔ touc ta opoÐa apoteloÔn mÐa
diamèrish tou deigmatikoÔ qÿrou kai upojètoume ìti P(Ai) > 0 gia
kĹje i. Tìte,

E[X] =
n∑

i=1

P(Ai)E[X |Ai].

• àstw A1, . . . , An gegonìta xèna metaxÔ touc ta opoÐa apoteloÔn mÐa
diamèrish tou gegonìtoc B. Tìte, efìson P(Ai ∩ B) > 0 gia kĹje i,
èqoume

E[X |B] =
n∑

i=1

P(Ai |B)E[X |Ai ∩ B].

Ac epalhjeÔsoume to jeÿrhma thc sunolikăc mèshc timăc, to opoÐo basikĹ
lèei ìti “o mh desmeumènoc mèsoc ìroc prokÔptei apì ton upologismì tou mèsou
ìrou twn upì dèsmeush mèswn ìrwnfl. To jeÿrhma apodeiknÔetai qrhsimopoiÿ-
ntac ton tÔpo thc sunolikăc pijanìthtac

pX(x) =
∑
y

pY (y)pX|Y (x | y),

kai ton upologismì

E[X] =
∑
x

xpX(x)

=
∑
x

x
∑
y

pY (y)pX|Y (x | y)
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=
∑
y

pY (y)
∑
x

xpX|Y (x | y)

=
∑
y

pY (y)E[X |Y = y].

H sqèsh E[X] =
∑n

i=1 P(Ai)E[X |Ai] mporeÐ na epalhjeuteÐ wc mÐa eidikă
perÐptwsh tou jewrămatoc thc sunolikăc mèshc timăc. EisĹgoume thn tuqaÐa
metablhtă Y h opoÐa paÐrnei thn timă i eĹn kai mìnon eĹn sumbaÐnei to gegonoc
Ai. H SMP thc eÐnai

pY (i) =
{

P(Ai), eĹn i = 1, 2, . . . , n,
0, alliÿc.

To jeÿrhma thc sunolikăc mèshc timăc dÐnei

E[X] =
n∑

i=1

P(Ai)E[X |Y = i],

kai efìson to gegonìc {Y = i} eÐnai akribÿc to Ai, èqoume th zhtoÔmenh èk-
frash

E[X] =
n∑

i=1

P(Ai)E[X |Ai].

H teleutaÐa sqèsh ston pÐnaka sÔnoyhc eÐnai basikĹ h Ðdia me thn prohgoÔmenh,
allĹ efarmìzetai se èna deigmatikì qÿro ìpou eÐnai gnwstì ìti to gegonìc B
èqei sumbeÐ.

To jeÿrhma thc sunolikăc mèshc timăc eÐnai anĹlogo me to jeÿrhma thc
sunolikăc pijanìthtac. MporeÐ na qrhsimopoihjeÐ gia ton upologismì thc mh
desmeumènhc mèshc timăc E[X] apì thn desmeumènh SMP ă mèsh timă, qrhsi-
mopoiÿntac thn idèa tou “diaÐrei kai basÐleue”.

ParĹdeigma 2.16. MhnÔmata apostèllontai apì ènan upologistă sth Bostÿnh
mèsw enìc diktÔou dedomènwn kai kateujÔnontai proc th Nèa Uìrkh me pijanìthta
0.5, proc to SikĹgo me pijanìthta 0.3 kai proc to San FransÐsko me pijanìthta
0.2. O qrìnoc apostolăc X enìc mhnÔmatoc eÐnai tuqaÐoc. H mèsh timă tou eÐnai
0.05 deuterìlepta eĹn o proorismìc tou eÐnai h Nèa Uìrkh, 0.1 deuterìlepta eĹn
o proorismìc tou eÐnai to SikĹgo kai 0.3 deuterìlepta eĹn o proorismìc tou eÐnai
to San FransÐsko. Tìte, h E[X ] upologÐzetai eÔkola qrhsimopoiÿntac to jeÿrhma
thc sunolikăc mèshc timăc

E[X ] = 0.5 · 0.05 + 0.3 · 0.1 + 0.2 · 0.3 = 0.115 deuterìlepta.
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ParĹdeigma 2.17. Mèsh Timă kai DiasporĹ thc Gewmetrikăc. Trèqete èna prì-
gramma logismikoÔ epaneilhmmèna kai kĹje forĹ upĹrqei pijanìthta p na doulèyei
swstĹ, anexĹrthta apì prohgoÔmenec prospĹjeiec. Poia eÐnai h mèsh timă kai h
diasporĹ thc X , tou arijmoÔ twn prospajeiÿn mèqri to prìgramma na doulèyei
swstĹ?

AnagnwrÐzoume thn X wc mÐa gewmetrikă tuqaÐa metablhtă me SMP

pX(k) = (1 − p)k−1p, k = 1, 2, . . . .

H mèsh timă kai h diasporĹ thc X eÐnai

E[X ] =
∞∑

k=1

k(1 − p)k−1p, var(X) =
∞∑

k=1

(k − E[X ])2(1 − p)k−1p,

allĹ o upologismìc twn Ĺpeirwn ajroismĹtwn eÐnai dÔskoloc. EnallaktikĹ, ja
efarmìsoume to jeÿrhma thc sunolikăc mèshc timăc, me A1 = {X = 1} = {h prÿth
prospĹjeia eÐnai epituqăc}, A2 = {X > 1} = {h prÿth prospĹjeia eÐnai apotuqh-
mènh} kai ja katalăxoume se ènan polÔ pio aplì upologismì.

EĹn h prÿth prospĹjeia eÐnai epituqăc, èqoume X = 1 kai

E[X |X = 1] = 1.

EĹn h prÿth prospĹjeia apotÔqei (X > 1), èqoume spatalăsei mÐa prospĹjeia
kai eÐmaste pÐsw ekeÐ poÔ arqÐsame. Ăra, o mèsoc arijmìc twn prospajeiÿn pou
apomènoun eÐnai E[X ] kai

E[X |X > 1] = 1 + E[X ].

Sunepÿc,

E[X ] = P(X = 1)E[X |X = 1] + P(X > 1)E[X |X > 1]

= p + (1 − p)
(
1 + E[X ]

)
,

apì thn opoÐa sqèsh èqoume

E[X ] =
1
p
.

Me parìmoia logikă epÐshc èqoume

E[X2 |X = 1] = 1, E[X2 |X > 1] = E
[
(1 + X)2

]
= 1 + 2E[X ] + E[X2],

ètsi ÿste
E[X2] = p · 1 + (1 − p)

(
1 + 2E[X ] + E[X2]

)
,

apì to opoÐo lambĹnoume

E[X2] =
1 + 2(1 − p)E[X ]

p
,
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kai, qrhsimopoiÿntac ton tÔpo E[X ] = 1/p pou apodeÐxame parapĹnw,

E[X2] =
2
p2

− 1
p
.

SumperaÐnoume ìti

var(X) = E[X2] − (
E[X ]

)2 =
2
p2

− 1
p
− 1

p2
=

1 − p

p2
.

ParĹdeigma 2.18. To ParĹdoxo twn dÔo Fakèlwn. Autìc eÐnai ènac polusu-
zhthmènoc grÐfoc, o opoÐoc sqetÐzetai me èna leptì majhmatikì shmeÐo pou aforĹ
desmeumènec mèsec timèc.

Sac dÐnontai dÔo fĹkeloi kai sac lène ìti o ènac apì autoÔc perièqei m forèc
perissìtera qrămata apì ton Ĺllo, ìpou m eÐnai ènac akèraioc me m > 1. AnoÐ-
gete ènan apì touc fakèlouc kai koitĹzete to perieqìmeno. MporeÐte na kratăsete
to posì sto fĹkelo, ă mporeÐte na ton antallĹxete me to deÔtero fĹkelo kai na
kratăsete to posì pou perièqei. Poia eÐnai h kalÔterh strathgikă?

Ac parousiĹsoume èna fainomenikĹ logikì epiqeÐrhma upèr thc antallagăc.
àstw ìti A eÐnai o fĹkeloc pou anoÐxate kai B o fĹkeloc me ton opoÐo mporeÐte na
ton antallĹxete. àstw epÐshc x kai y ta posĹ mèsa stouc A kai B, antÐstoiqa. Tìte,
èna logikofanèc epiqeÐrhma eÐnai ìti y = x/m ă y = mx, me thn Ðdia pijanìthta
1/2, Ĺra dedomènou tou x, h mèsh timă tou y eÐnai

1
2
· x

m
+

1
2
· mx =

1
2

(
1
m

+ m

)
x =

1 + m2

2m
x > x,

kajÿc 1 + m2 > 2m gia m > 1. Ăra, pĹnta prèpei na antallĹxete ton A me ton B!
AllĹ tìte, epeidă prèpei na antallĹxete ton A anexartătwc tou posoÔ pou perièqei,
ja ătan protimìtero na anoÐxete kat’ arqĹc ton B, allĹ an to kĹnete autì, ja prèpei
na ton antallĹxete xanĹ, k.o.k..

UpĹrqoun dÔo upojèseic, kai oi dÔo lanjasmènec se kĹpoio bajmì, pou eujÔ-
nontai gia aută thn parĹdoxh logikă.

(a) Den èqete gnÿsh ek twn protèrwn tou posoÔ stouc fakèlouc, Ĺra dedomènou tou
x, to mìno prĹgma pou xèrete gia to y eÐnai ìti eÐnai 1/m ă m forèc x kai den
upĹrqei lìgoc na upojèsete ìti to èna eÐnai pio pijanì apì to Ĺllo.

(b) Dedomènwn dÔo tuqaÐwn metablhtÿn X kai Y , oi opoÐec ekfrĹzoun qrhmatikĹ posĹ,
eĹn

E[Y |X = x] > x,

gia ìlec tic dunatèc timèc x thc X , tìte h strathgikă tou na protimoÔme pĹnta to
Y apodÐdei uyhlìtero mèso qrhmatikì kèrdoc.

Ac exetĹsoume pio prosektikĹ tic upojèseic autèc.
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H upìjesh (a) den eÐnai swstă, diìti basÐzetai se èna montèlo pijanìthtac
to opoÐo eÐnai elleipÿc prosdiorismèno. PrĹgmati, se opoiodăpote swstì montèlo,
ìla ta gegonìta, sumperilambanomènwn twn dunatÿn timÿn twn X kai Y , prèpei na
èqoun kalĹ orismènec pijanìthtec. Me tètoiec gnÿseic pijanìthtac gia thn X kai
Y , h timă thc X mporeÐ na dÿsei qrăsimh plhroforÐa gia thn Y . Gia parĹdeigma,
upojèste to parakĹtw montèlo pijanìthtac: kĹpoioc epilègei èna akèraio arijmì
Z eurÿ apì èna gnwstì diĹsthma [z, z] sÔmfwna me kĹpoia katanomă, topojeteÐ to
posì autì se èna fĹkelo pou epèlexe tuqaÐa kai topojeteÐ m forèc to Ðdio posì
ston Ĺllo fĹkelo. Tìte anoÐgete èna apì touc dÔo fakèlouc (me Ðsh pijanìthta)
kai elègqete to posì X pou perièqei. EĹn h X eÐnai megalÔterh apì to pĹnw ìrio z,
gnwrÐzete ìti h X eÐnai to megalÔtero twn dÔo posÿn kai, epomènwc, den qreiĹzetai
na allĹxete. Afetèrou, gia kĹpoiec Ĺllec timèc thc X , ìpwc to kĹtw ìrio z, ja
prèpei na antallĹxete touc fakèlouc. Epomènwc, s’ autì to montèlo, h epilogă thc
antallagăc exartĹtai apì thn timă thc X . QwrÐc na akribologoÔme, eĹn gnwrÐzete
tic pijanìthtec twn timÿn thc X , mporeÐte na krÐnete an to posì pou brèjhke ston
A eÐnai sqetikĹ mikrì ă sqetikĹ megĹlo kai anĹloga na antallĹxete touc fakèlouc.

Apì majhmatikăc Ĺpoyhc, se èna swstì montèlo pijanotătwn, prèpei na èqou-
me thn apì koinoÔ SMP gia tic tuqaÐec metablhtèc X kai Y , ta posĹ twn fakèlwn
A kai B, antÐstoiqa. H apì koinoÔ aută SMP prosdiorÐzetai me thn eisagwgă mÐac
SMP pZ gia thn tuqaÐa metablhtă Z , to elĹqisto tou posoÔ twn dÔo fakèlwn.
Tìte, gia ìla ta z,

pX,Y (mz, z) = pX,Y (z, mz) =
1
2
pZ(z),

kai
pX,Y (x, y) = 0,

gia kĹje (x, y) to opoÐo den eÐnai thc morfăc (mz, z) ă (z, mz). Me autì ton pro-
sdiorismì thc pX,Y (x, y) kai dedomènou ìti X = x, kĹpoioc mporeÐ na qrhsimopoi-
ăsei ton kanìna

antallĹxte eĹn kai mìno eĹn E[Y |X = x] > x.

SÔmfwna me autì ton kanìna, kĹpoioc mporeÐ na antallĹxei ă ìqi touc fakèlouc,
anĹloga me thn timă thc X , ìpwc èqoume deÐxei nwrÐtera.

AlhjeÔei ìti me to montèlo pijanìthtac ìpwc èqei perigrafeÐ parapĹnw ka-
jÿc kai ton prohgoÔmeno kanìna lăyhc apìfashc, ja prèpei na kĹnete antallagă
gia merikèc timèc x, allĹ ìqi gia Ĺllec? KanonikĹ nai, ìpwc èqei epexhghjeÐ sto pro-
hgoÔmeno parĹdeigma ìpou h Z paÐrnei timèc se èna fragmèno diĹsthma. Parìla
autĹ, upĹrqei mÐa parĹdoxh perÐptwsh ìpou exaitÐac mÐac pajologikăc majhmatikăc
sugkurÐac, pĹnta ja kĹnete antallagă!

àna amerìlhpto nìmisma rÐqnetai mèqri na èrjei korÿna. àstw N o arijmìc
twn rÐyewn. Tìte, mN eurÿ topojetoÔntai se èna fĹkelo kai mN−1 eurÿ topo-
jetoÔntai se èna Ĺllo. àstw X to posì sto fĹkelo pou anoÐxate (fĹkelo A) kai
èstw Y to posì ston Ĺllo fĹkelo (fĹkelo B).

Tÿra, eĹn o A perièqei 1 eurÿ, xekĹjara o B perièqei m eurÿ, Ĺra prèpei na
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antallĹxete touc fakèlouc. EĹn, apì thn Ĺllh meriĹ, o A perièqei mn eurÿ, ìpou
n > 0, tìte o B perièqei eÐte mn−1 ă mn+1 eurÿ. Kajÿc to N èqei mÐa gewmetrikă
SMP, èqoume

P(Y = mn+1 |X = mn)
P(Y = mn−1 |X = mn)

=
P(Y = mn+1, X = mn)
P(Y = mn−1, X = mn)

=
P(N = n + 1)

P(N = n)
=

1
2
.

Ăra

P(Y = mn−1 |X = mn) =
2
3
, P(Y = mn+1 |X = mn) =

1
3
,

kai

E[posì sto B |X = mn] =
2
3
· mn−1 +

1
3
· mn+1 =

2 + m2

3m
· mn.

àqoume (2 + m2)/3m > 1 eĹn kai mìno eĹn m2−3m+2 > 0 ă (m−1)(m−2) > 0.
Ăra eĹn m > 2, tìte

E[posì sto B |X = mn] > mn,

kai gia na megistopoiăste to anamenìmeno qrhmatikì kèrdoc ja prèpei pĹnta na
antallĹxete me to B!

OdhgoÔmaste s’ autì to parĹdoxo epeidă

E[Y |X = x] > x, gia ìla ta x,

pou fainomenikĹ, me bĹsh to jeÿrhma thc sunolikăc mèshc timăc, odhgeÐ sto su-
mpèrasma ìti E[Y ] > E[X ]. Wstìso, autì den mporeÐ na alhjeÔei, diìti h X kai h
Y èqoun Ðdiec SMP. Autì pou sumbaÐnei sthn prokeÐmenh perÐptwsh eÐnai ìti

E[Y ] = E[X ] = ∞,

to opoÐo den antikroÔei kat’ anĹgkh th sqèsh E[Y |X = x] > x gia ìla ta x.
To sumpèrasma eÐnai ìti o kanìnac lăyhc apìfashc sÔmfwna me ton opoÐo

gÐnetai antallagă eĹn kai mìno eĹn E[Y |X = x] > x den beltiÿnei to anamenìmeno
qrhmatikì kèrdoc sthn perÐptwsh ìpou E[Y ] = E[X ] = ∞ kai to fainomenikì
parĹdoxo exhgeÐtai.

2.7 ANEXARTHSIA

Ja suzhtăsoume tÿra ènnoiec anexarthsÐac tuqaÐwn metablhtÿn. Oi ènnoiec
autèc eÐnai anĹlogec me tic ènnoiec anexarthsÐac metaxÔ dÔo gegonìtwn (bl.
KefĹlaio 1). AnaptÔssontai me thn eisagwgă katĹllhlwn gegonìtwn pou a-
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foroÔn tic dunatèc timèc diafìrwn tuqaÐwn metablhtÿn kai me th jeÿrhsh thc
anexarthsÐac twn gegonìtwn autÿn.

AnexarthsÐa mÐac TuqaÐac Metablhtăc apì èna Gegonìc

H anexarthsÐa mÐac tuqaÐac metablhtăc apì èna gegonìc eÐnai parìmoia me thn
anexarthsÐa dÔo gegonìtwn. H idèa eÐnai ìti h gnÿsh ìti to desmeÔon gegonìc
èqei sumbeÐ den mac dÐnei kamÐa kainoÔrgia plhroforÐa gia thn timă thc tuqaÐac
metablhtăc. Akribèstera, lème ìti h tuqaÐa metablhtă X eÐnai anexĹrthth
apì to gegonìc A eĹn

P(X = x kai A) = P(X = x)P(A) = pX(x)P(A), gia ìlec tic timèc x,

to opoÐo eÐnai to Ðdio me to na apaitoÔme ìti ta dÔo gegonìta {X = x} kai
A eÐnai anexĹrthta, gia opoiadăpote timă x. Apì ton orismì thc desmeumènhc
SMP, èqoume

P(X = x kai A) = pX|A(x)P(A),

ètsi ÿste, efìson P(A) > 0, h anexarthsÐa eÐnai isodÔnamh me th sunjăkh

pX|A(x) = pX(x), gia ìlec tic timèc x.

ParĹdeigma 2.19. Jewrăste dÔo anexĹrthtec rÐyeic enìc amerìlhptou nomÐsm-
atoc. àstw X o arijmìc twn korwnÿn kai èstw A to gegonìc ìti o arijmìc twn
korwnÿn eÐnai Ĺrtioc. H (qwrÐc dèsmeush) SMP thc X eÐnai

pX(x) =

⎧⎨
⎩

1/4, eĹn x = 0,

1/2, eĹn x = 1,

1/4, eĹn x = 2,

kai P(A) = 1/2. H desmeumènh SMP prokÔptei apì ton orismì pX|A(x) = P
(
X =

x kai A
)
/P(A):

pX|A(x) =

⎧⎨
⎩

1/2, eĹn x = 0,
0, eĹn x = 1,

1/2, eĹn x = 2.

Profanÿc, h X den eÐnai anexĹrthth apì to A, efìson oi SMP pX kai pX|A eÐnai
diaforetikèc. Gia èna parĹdeigma mÐac tuqaÐac metablhtăc pou eÐnai anexĹrthth tou
A, jewrăste thn tuqaÐa metablhtă pou paÐrnei thn timă 0 eĹn h prÿth rÐyh eÐnai
korÿna kai thn timă 1 eĹn h prÿth rÐyh eÐnai grĹmmata. Autì eÐnai diaisjhtikĹ
xekĹjaro kai mporeÐ na epalhjeuteÐ qrhsimopoiÿntac ton orismì thc anexarthsÐac.
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AnexarthsÐa TuqaÐwn Metablhtÿn

H ènnoia thc anexarthsÐac dÔo tuqaÐwn metablhtÿn eÐnai parìmoia me thn a-
nexarthsÐa mÐac tuqaÐac metablhtăc apì èna gegonìc. Lème ìti dÔo tuqaÐec
metablhtèc X kai Y eÐnai anexĹrthtec eĹn

pX,Y (x, y) = pX(x) pY (y), gia ìla ta x, y.

H sqèsh aută eÐnai isodÔnamh me thn apaÐthsh ìti ta dÔo gegonìta {X = x}
kai {Y = y} eÐnai anexĹrthta gia kĹje x kai y. Tèloc, o tÔpoc pX,Y (x, y) =
pX|Y (x | y)pY (y) deÐqnei ìti h anexarthsÐa eÐnai isodÔnamh me th sunjăkh

pX|Y (x | y) = pX(x), gia kĹje y me pY (y) > 0 kai ìla ta x.

DiaisjhtikĹ, anexarthsÐa shmaÐnei ìti h timă thc Y den parèqei plhroforÐa gia
thn timă thc X.

ParomoÐwc mporoÔme na jewrăsoume th desmeumènh anexarthsÐa dÔo tu-
qaÐwn metablhtÿn, dedomènou enìc gegonìtoc A me P(A) > 0. To gegonìc A thc
dèsmeushc orÐzei èna kainoÔrgio deigmatikì qÿro kai ìlec oi pijanìthtec (ă oi
SMP) prèpei na antikatastajoÔn apì tic antÐstoiqec desmeumènec. Gia parĹ-
deigma, oi X kai Y lègontai anexĹrthtec upì dèsmeush eĹn dedomènou enìc
gegonìtoc A me jetikă pijanìthta, isqÔei

P(X = x, Y = y |A) = P(X = x |A)P(Y = y |A), gia ìla ta x kai y,

ă, sÔmfwna me to sumbolismì tou kefalaÐou autoÔ,

pX,Y |A(x, y) = pX|A(x)pY |A(y), gia ìlec tic timèc x kai y.

XanĹ, autì eÐnai isodÔnamo me to

pX|Y,A(x | y) = pX|A(x) gia ìla ta x kai y gia ta opoÐa pY |A(y) > 0.

äpwc sthn perÐptwsh twn gegonìtwn (ParĹgrafoc 1.5), h desmeumènh anexar-
thsÐa den sunepĹgetai anexarthsÐa qwrÐc dèsmeush kai antÐstrofa. Autì epe-
xhgeÐtai sto parĹdeigma tou Sq. 2.15.

EĹn oi X kai Y eÐnai anexĹrthtec tuqaÐec metablhtèc, tìte

E[XY ] = E[X]E[Y ],

ìpwc apodeiknÔetai apì ton akìloujo upologismì:
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x

y

Sqăma 2.15: ParĹdeigma pou epexhgeÐ ìti h desmeumènh anexarthsÐa mporeÐ na mhn sune-

pĹgetai anexarthsÐa qwrÐc dèsmeush. Gia thn apì koinoÔ SMP pou faÐnetai sto sqăma,

oi tuqaÐec metablhtèc X kai Y den eÐnai anexĹrthtec. Gia parĹdeigma, èqoume

pX|Y (1 | 1) = P(X = 1 |Y = 1) = 0 	= P(X = 1) = pX(1).

Afetèrou, h dèsmeush apì to gegonìc A = {X ≤ 2, Y ≥ 3} (to skiagrafhmèno sÔnolo

sto sqăma) deÐqnei ìti oi tuqaÐec metablhtèc X kai Y eÐnai anexĹrthtec. Sugkekrimèna,

èqoume

pX|Y,A(x | y) =

{
1/3, eĹn x = 1,

2/3, eĹn x = 2,

kai gia tic dÔo timèc y = 3 kai y = 4.

E[XY ] =
∑
x

∑
y

xypX,Y (x, y)

=
∑
x

∑
y

xypX(x)pY (y) (lìgw anexarthsÐac)

=
∑
x

xpX(x)
∑
y

ypY (y)

= E[X]E[Y ].

Parìmoioc upologismìc apodeiknÔei epÐshc ìti eĹn oi X kai Y eÐnai anexĹrthtec,
tìte

E[g(X)h(Y )] = E[g(X)]E[h(Y )],

gia opoiesdăpote sunartăseic g kai h. PrĹgmati, autì akoloujeÐ Ĺmesa, efìson
antilhfjoÔme ìti eĹn oi X kai Y eÐnai anexĹrthtec, tìte to Ðdio isqÔei kai gia
tic g(X) kai h(Y ). Autì eÐnai diaisjhtikĹ safèc kai h majhmatikă epalăjeusă
tou afănetai san prìblhma sto tèloc tou kefalaÐou.

Jewrăste tÿra to Ĺjroisma X +Y dÔo anexĹrthtwn tuqaÐwn metablhtÿn
X kai Y kai ac upologÐsoume th diasporĹ tou. Efìson h diasporĹ mÐac tuqaÐac
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metablhtăc den allĹzei ìtan sthn tuqaÐa metablhtă prostejeÐ mÐa stajerĹ,
jewroÔme tic tuqaÐec metablhtèc, X̃ = X −E[X] kai Ỹ = Y −E[Y ] pou èqoun
mhdenikă mèsh timă. àqoume tìte

var(X + Y ) = var(X̃ + Ỹ )

= E[(X̃ + Ỹ )2]

= E[X̃2 + 2X̃ Ỹ + Ỹ 2]

= E[X̃2] + 2E[X̃ Ỹ ] + E[Ỹ 2]

= E[X̃2] + E[Ỹ 2]

= var(X̃) + var(Ỹ )

= var(X) + var(Y ).

Ston prohgoÔmeno upologismì qrhsimopoiăsame thn idiìthta E[X̃ Ỹ ] = 0, h
opoÐa dikaiologeÐtai wc exăc. Oi tuqaÐec metablhtèc X̃ = X − E[X] kai
Ỹ = Y −E[Y ] eÐnai anexĹrthtec (diìti eÐnai sunartăseic anexartătwn tuqaÐwn
metablhtÿn X kai Y ) kai efìson èqoun mhdenikèc mèsec timèc, èqoume

E[X̃ Ỹ ] = E[X̃]E[Ỹ ] = 0.

To sumpèrasma eÐnai ìti h diasporĹ tou ajroÐsmatoc dÔo anexartătwn tuqaÐwn
metablhtÿn isoÔtai me to Ĺjroisma twn diasporÿn touc. Se antÐjesh, shmeiÿ-
ste ìti h mèsh timă tou ajroÐsmatoc dÔo tuqaÐwn metablhtÿn eÐnai pĹnta Ðsh
me to Ĺjroisma twn mèswn timÿn touc, akìma kai an den eÐnai anexĹrthtec.

SÔnoyh KÔriwn ShmeÐwn gia AnexĹrthtec TuqaÐec Metablhtèc

àstw ìti A eÐnai èna gegonìc me P(A) > 0 kai èstw X kai Y tuqaÐec
metablhtèc sqetikèc me to Ðdio peÐrama.

• H X eÐnai anexĹrthth apì to gegonìc A eĹn

pX|A(x) = pX(x), gia kĹje x,

dhladă, eĹn gia ìla ta x, ta gegonìta {X = x} kai A eÐnai anexĹrthta.

• Oi X kai Y eÐnai anexĹrthtec eĹn gia ìla ta dunatĹ zeÔgh (x, y), ta
gegonìta {X = x} kai {Y = y} eÐnai anexĹrthta, ă isodÔnama

pX,Y (x, y) = pX(x)pY (y), gia kĹje x, y.
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• EĹn oi X kai Y eÐnai anexĹrthtec tuqaÐec metablhtèc, tìte

E[XY ] = E[X]E[Y ].

Epiplèon, gia opoiesdăpote sunartăseic g kai h, oi tuqaÐec metablhtèc
g(X) kai h(Y ) eÐnai anexĹrthtec kai èqoume

E[g(X)h(Y )] = E[g(X)] E[h(Y )].

• EĹn oi X kai Y eÐnai anexĹrthtec, tìte

var(X + Y ) = var(X) + var(Y ).

AnexarthsÐa Pollÿn TuqaÐwn Metablhtÿn

H prohgoÔmenh suzăthsh epekteÐnetai sthn perÐptwsh twn perissotèrwn twn
dÔo tuqaÐwn metablhtÿn. Gia parĹdeigma, treic tuqaÐec metablhtèc X, Y kai Z
lègontai anexĹrthtec eĹn

pX,Y,Z(x, y, z) = pX(x)pY (y)pZ(z), gia kĹje x, y, z.

EĹn oi X, Y kai Z eÐnai anexĹrthtec tuqaÐec metablhtèc, tìte opoiesdăpote
treic tuqaÐec metablhtèc thc morfăc f(X), g(Y ) kai h(Z), eÐnai epÐshc ane-
xĹrthtec. Parìmoia, opoiesdăpote dÔo tuqaÐec metablhtèc thc morfăc g(X,Y )
kai h(Z) eÐnai anexĹrthtec. ämwc dÔo tuqaÐec metablhtèc thc morfăc g(X,Y )
kai h(Y,Z) sunăjwc den eÐnai anexĹrthtec, epeidă kai oi dÔo ephreĹzontai apì
thn Y . Idiìthtec san tic parapĹnw eÐnai sunăjwc diaisjhtikĹ xekĹjarec. EÐ-
nai dunatìn na epalhjeutoÔn tupikĹ, allĹ autì eÐnai merikèc forèc epÐpono.
Eutuqÿc, upĹrqei genikă sumfwnÐa metaxÔ diaÐsjhshc kai majhmatkăc orjìth-
tac. Autì apoteleÐ mÐa èndeixh ìti oi orismoÐ mac sqetikĹ me thn anexarthsÐa
antikatoptrÐzoun ikanopoihtikĹ tic ermhneÐec pou dÐnoume.

DiasporĹ tou AjroÐsmatoc AnexĹrthtwn TuqaÐwn Metablhtÿn

AjroÐsmata anexĹrthtwn tuqaÐwn metablhtÿn eÐnai idiaÐtera shmantikĹ se pol-
lèc periptÿseic. Gia parĹdeigma, prokÔptoun se statistikèc efarmogèc ìpou
paÐrnoume to “mèso ìro” apì anexĹrthtec metrăseic me skopì thn elaqisto-
poÐhsh twn epidrĹsewn twn lajÿn twn metrăsewn. EpÐshc prokÔptoun ìtan
èqoume na kĹnoume me ajroistikèc epidrĹseic diafìrwn anexĹrthtwn phgÿn tu-
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qaiìthtac. Parajètoume merikĹ paradeÐgmata kai ja epistrèyoume xanĹ sto
jèma autì sta kefĹlaia pou akoloujoÔn.

Sto parakĹtw parĹdeigma, ja kĹnoume qrăsh thc akìloujhc idiìthtac
kleidÐ. EĹn oi X1,X2, . . . ,Xn eÐnai anexĹrthtec tuqaÐec metablhtèc, tìte

var(X1 + X2 + · · · + Xn) = var(X1) + var(X2) + · · · + var(Xn).

Autì mporeÐ na epalhjeuteÐ me epaneilhmmènh qrăsh tou tÔpou var(X + Y ) =
var(X) + var(Y ) gia dÔo anexĹrthtec tuqaÐec metablhtèc X kai Y .

ParĹdeigma 2.20. DiasporĹ thc Diwnumikăc. JewroÔme n anexĹrthtec rÐyeic
enìc nomÐsmatoc, me kĹje rÐyh na èqei pijanìthta p na prokÔyei korÿna. Gia kĹje
i, èstw Xi mÐa tuqaÐa metablhtă Bernoulli Ðsh me 1 eĹn h i-ostă rÐyh prokÔptei
korÿna kai 0 diaforetikĹ. Tìte, h X = X1 + X2 + · · · + Xn eÐnai mÐa diwnumikă
tuqaÐa metablhtă. Lìgw thc anexarthsÐac twn rÐyewn tou nomÐsmatoc, oi tuqaÐec
metablhtèc X1, . . . , Xn eÐnai anexĹrthtec, Ĺra

var(X) =
n∑

i=1

var(Xi) = np(1 − p).

Oi tÔpoi thc mèshc timăc kai thc diasporĹc enìc grammikoÔ ajroÐsmatoc
tuqaÐwn metablhtÿn eÐnai h bĹsh pollÿn statistikÿn diadikasiÿn oi opoÐec
proseggÐzoun th mèsh timă mÐac tuqaÐac metablhtăc bĹsei tou “mèsou ìroufl
pollÿn anexĹrthtwn deigmĹtwn. To parakĹtw parĹdeigma perigrĹfei mÐa tupikă
perÐptwsh.

ParĹdeigma 2.21. Mèsh timă kai DiasporĹ thc Deigmatikăc Mèshc Timăc. Jè-
loume na ektimăsoume thn prìjesh yăfou upèr enìc politikoÔ pou ton onomĹzoume
B. Gia to skopì autì, rwtĹme n Ĺtoma ta opoÐa epilègontai tuqaÐa apì touc yh-
fofìrouc kai èstw Xi h tuqaÐa metablhtă pou antiproswpeÔei thn apĹnthsh tou
i-ostoÔ atìmou:

Xi =
{

1, eĹn to i-ostì eÐnai upèr tou B,
0, eĹn to i-ostì Ĺtomo den eÐnai upèr tou B.

MontelopoioÔme tic X1, X2, . . . , Xn wc anexĹrthtec tuqaÐec metablhtèc Bernoulli
me koină mèsh timă p kai diasporĹ p(1 − p). äpwc eÐnai fusikì, jewroÔme ìti to
p eÐnai h pragmatikă prìjesh yăfou upèr tou B. PaÐrnoume to “mèso ìro” twn
apantăsewn, dhladă upologÐzoume th deigmatikă mèsh timă, Sn, h opoÐa orÐzetai
wc

Sn =
X1 + X2 + · · · + Xn

n
.
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H tuqaÐa metablhtă Sn eÐnai h prìjesh yăfou upèr tou B sto deÐgma twn n atìmwn.
Qrhsimopoiÿntac th grammikìthta thc Sn wc sunĹrthsh twn Xi, èqoume

E[Sn] =
n∑

i=1

1
n
E[Xi] =

1
n

n∑
i=1

p = p,

kai lìgw thc anexarthsÐac twn X1, . . . , Xn,

var(Sn) =
n∑

i=1

1
n2

var(Xi) =
p(1 − p)

n
.

H deigmatikă mèsh timă Sn mporeÐ na jewrhjeÐ “kală” ektÐmhsh thc prìjeshc yă-
fou diìti èqei th swstă mèsh timă p kai h akrÐbeiĹ thc, ìpwc faÐnetai apì th
diasporĹ, beltiÿnetai kajÿc to mègejoc tou deÐgmatoc n auxĹnei.

Parathrăste ìti kai an akìma oi tuqaÐec metablhtèc Xi den eÐnai Bernoulli,
o Ðdioc upologismìc dÐnei

var(Sn) =
var(X)

n
,

efìson oi Xi eÐnai anexĹrthtec, me koină mèsh timă E[X ] kai diasporĹ var(X).
Ăra, xanĹ, h deigmatikă mèsh timă apoteleÐ mÐa kală ektÐmhsh (apì thn Ĺpoyh thc
diasporĹc) thc pragmatikăc mèshc timăc E[X ], ìtan to mègejoc tou deÐgmatoc n
auxĹnei. Ja episkeftoÔme xanĹ tic idiìthtec thc deigmatikăc mèshc timăc kai ja tic
suzhtăsoume me perissìterh leptomèreia sto KefĹlaio 7, se sqèsh me touc nìmouc
twn megĹlwn arijmÿn.

ParĹdeigma 2.22. EktÐmhsh Pijanìthtac mèsw ProsomoÐwshc. SuqnĹ sthn prĹ-
xh, oi analutikoÐ upologismoÐ twn pijanotătwn kĹpoiou gegonìtoc eÐnai polÔ dÔ-
skoloi. Wstìso, eĹn èqoume èna fusikì ă upologistikì montèlo pou mporeÐ na
parĹgei apotelèsmata enìc dedomènou peirĹmatoc sÔmfwna me tic pragmatikèc touc
pijanìthtec, mporoÔme na qrhsimopoiăsoume prosomoÐwsh gia na upologÐsoume me
megĹlh akrÐbeia thn pijanìthta opoioudăpote dedomènou gegonìtoc A. Sugkekri-
mèna, dhmiourgoÔme me to montèlo mac n anexĹrthta apotelèsmata, katagrĹfoume
ton arijmì m twn apotelesmĹtwn pou anăkoun sto gegonìc A pou mac endiafè-
rei kai proseggÐzoume thn P(A) me m/n. Gia parĹdeigma, gia na upologÐsoume thn
pijanìthta p = P(korÿna) enìc nomÐsmatoc, rÐqnoume to nìmisma n forèc kai pro-
seggÐzoume to p me to phlÐko (arijmìc korwnÿn pou katagrĹyame)/n.

Gia na doÔme pìso akribăc eÐnai h diadikasÐa aută, jewroÔme n anexĹrthtec
tuqaÐec metablhtèc Bernoulli X1, . . . , Xn, kĹje mÐa me

pXi(k) =
{

P(A), eĹn k = 1,

1 − P(A), eĹn k = 0.

Sto plaÐsio thc prosomoÐwshc, h Xi antistoiqeÐ sto i-ostì apotèlesma kai paÐr-
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nei thn timă 1 eĹn to apotèlesma autì anăkei sto gegonìc A. H timă thc tuqaÐac
metablhtăc

X =
X1 + X2 + · · · + Xn

n

eÐnai h prosèggish thc P(A) pou dÐnetai apì thn prosomoÐwsh. SÔmfwna me to
ParĹdeigma 2.21, h X èqei mèsh timă P(A) kai diasporĹ P(A)

(
1 − P(A)

)
/n, ètsi

ÿste gia megĹla n, dÐnei mÐa akribă prosèggish thc P(A).

2.8 SUNOYH KAI SUZHTHSH

Oi tuqaÐec metablhtèc parèqoun ta fusikĹ ergaleÐa gia to qeirismì montèlwn pi-
janotătwn sta opoÐa to apotèlesma sundèetai me kĹpoiec arijmhtikèc timèc pou
mac endiafèroun. Sto kefĹlaio autì estiĹsame se diakritèc tuqaÐec metablhtèc
kai anaptÔxame èna plaÐsio ennoiÿn kai sqetikĹ ergaleÐa.

Sugkekrimèna, eisagĹgame ènnoiec ìpwc h SMP, h mèsh timă kai h dia-
sporĹ, oi opoÐec perigrĹfoun me diĹforouc bajmoÔc leptomèreiac ton pijano-
tikì qaraktăra mÐac diakrităc tuqaÐac metablhtăc. DeÐxame ton trìpo qrăshc
thc SMP mÐac tuqaÐac metablhtăc X gia ton upologismì thc mèshc timăc kai
diasporĹc mÐac sunafoÔc tuqaÐac metablhtăc Y = g(X) qwrÐc na upologÐsoume
th SMP thc Y . Sthn eidikă perÐptwsh ìpou h g eÐnai mÐa grammikă sunĹrthsh,
Y = aX + b, oi mèsec timèc kai oi diasporèc twn X kai Y sqetÐzontai wc exăc:

E[Y ] = aE[X] + b, var(Y ) = a2var(X).

EpÐshc, suzhtăsame merikèc idiaÐterec tuqaÐec metablhtèc kai upologÐsame
tic SMP, tic mèsec timèc kai tic diasporèc touc, ìpwc sunoyÐzontai ston pÐnaka
pou akoloujeÐ.

SÔnoyh ApotelesmĹtwn Eidikÿn TuqaÐwn Metablhtÿn

Diakrită omoiìmorfh sto [a, b]:

pX(k) =

⎧⎨
⎩

1
b − a + 1

, eĹn k = a, a + 1, . . . , b,

0, alliÿc,

E[X] =
a + b

2
, var(X) =

(b − a)(b − a + 2)
12

.

Bernoulli me ParĹmetro p: (PerigrĹfei thn epituqÐa ă apotuqÐa se mÐa
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epanĹlhyh.)

pX(k) =
{

p, eĹn k = 1,
1 − p, èan k = 0,

E[X] = p, var(X) = p(1−p).

Diwnumikă me Paramètrouc p kai n: (PerigrĹfei ton arijmì twn epituqiÿn
se n anexĹrthtec epanalăyeic Bernoulli.)

pX(k) =

(
n

k

)
pk(1 − p)n−k, k = 0, 1, . . . , n,

E[X] = np, var(X) = np(1−p).

Gewmetrikă me ParĹmetro p: (PerigrĹfei ton arijmì epanalăyewn mèqri
thn prÿth epituqÐa, se mÐa akoloujÐa anexĹrthtwn epanalăyewn Bernoulli.)

pX(k) = (1 − p)k−1p, k = 1, 2, . . . ,

E[X] =
1
p
, var(X) =

1 − p

p2
.

Poisson me parĹmetro λ: (ProseggÐzei th diwnumikă SMP ìtan to n eÐnai
megĹlo, to p eÐnai mikrì kai λ = np.)

pX(k) = e−λ λk

k!
, k = 0, 1, . . . ,

E[X] = λ, var(X) = λ.

EpÐshc, jewrăsame pollaplèc tuqaÐec metablhtèc kai eisagĹgame tic apì
koinoÔ kai desmeumènec SMP, kai tic sqetikèc mèsec timèc touc. Oi desmeumènec
SMP eÐnai suqnĹ h afethrÐa montèlwn pijanotătwn. MporoÔn na qrhsimo-
poihjoÔn gia ton upologismì Ĺllwn posotătwn pou mac endiafèroun, ìpwc oi
oriakèc ă oi apì koinoÔ SMP kai oi mèsec timèc, mèsw mÐac akoloujiakăc me-
jìdou ă mÐac taktikăc “diaÐrei kai basÐleuefl. Sugkekrimèna, dedomènhc thc upì
dèsmeush SMP pX|Y (x | y):

(a) H apì koinoÔ SMP mporeÐ na upologisteÐ wc

pX,Y (x, y) = pY (y)pX|Y (x | y).

Autì epekteÐnetai sthn perÐptwsh triÿn h perissotèrwn tuqaÐwn metablh-
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tÿn, ìpwc

pX,Y,Z(x, y, z) = pZ(z)pY |Z(y | z)pX|Y,Z(x | y, z),

kai eÐnai anĹlogh me thn akoloujiakă mèjodo basismènh se anaparĹstash
dèndrou qrhsimopoiÿntac ton kanìna tou pollaplasiasmoÔ, ìpwc èqei su-
zhthjeÐ sto KefĹlaio 1.

(b) H oriakă SMP mporeÐ na upologisteÐ wc

pX(x) =
∑
y

pY (y)pX|Y (x | y),

h opoÐa genikeÔei thn upologistikă mèjodo “diaÐrei kai basÐleue” ìpwc su-
zhtăjhke sto KefĹlaio 1.

(g) H upologistikă mèjodoc “diaÐrei kai basÐleue” sto (b) parapĹnw mporeÐ
na epektajeÐ gia ton upologismì mèswn timÿn qrhsimopoiÿntac to jeÿrhma
thc sunolikăc mèshc timăc:

E[X] =
∑
y

pY (y)E[X |Y = y].

EisagĹgame thn ènnoia twn anexĹrthtwn tuqaÐwn metablhtÿn, se analogÐa
me thn ènnoia twn anexĹrthtwn gegonìtwn. MetaxÔ Ĺllwn jemĹtwn, estiĹsa-
me se tuqaÐec metablhtèc X oi opoÐec prokÔptoun prosjètontac anexĹrthtec
tuqaÐec metablhtèc X1, . . . ,Xn:

X = X1 + · · · + Xn.

ApodeÐxame ìti h mèsh timă kai h diasporĹ tou ajroÐsmatoc eÐnai Ðsec me to
Ĺjroisma twn mèswn timÿn kai twn diasporÿn antÐstoiqa:

E[X] = E[X1] + · · · + E[Xn], var(X) = var(X1) + · · · + var(Xn).

O tÔpoc thc mèshc timăc den proôpojètei anexarthsÐa twn Xi, enÿ o tÔpoc thc
diasporĹc to apaiteÐ.

Oi ènnoiec kai oi mèjodoi tou kefalaÐou autoÔ epekteÐnontai katĹllhla
se genikèc tuqaÐec metablhtèc (bl. sto epìmeno kefĹlaio), kai eÐnai jemeliÿdeic
gia to antikeÐmeno mac.
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P R O B L H M A T A

PARAGRAFOS 2.2. Sunartăseic MĹzac Pijanìthtac

Prìblhma 1. H omĹda podosfaÐrou tou MIT èqei programmatÐsei 2 paiqnÐdia gia to
SabbatokÔriako. àqei pijanìthta 0.4 na mh qĹsei sto prÿto paiqnÐdi kai pijanìthta
0.7 na mh qĹsei sto deÔtero paiqnÐdi, anexĹrthta apì to prÿto. EĹn den qĹsei èna
sugkekrimèno paiqnÐdi, h omĹda èqei thn Ðdia pijanìthta na kerdÐsei ă na fèrei isopalÐa,
anexĹrthta apì ì,ti sumbaÐnei sto Ĺllo paiqnÐdi. H omĹda ja pĹrei 2 pìntouc gia mia
nÐkh, 1 gia isopalÐa kai 0 gia ătta. BreÐte th SMP tou arijmoÔ twn pìntwn pou h
omĹda ja pĹrei sto SabbatokÔriako.

Prìblhma 2. BrÐskeste se èna pĹrtu me 500 kalesmènouc. Poia eÐnai h pijanìthta
akribÿc ènac Ĺlloc kalesmènoc na èqei thn Ðdia mèra genèjlia ìpwc eseÐc? UpologÐste
thn me akrÐbeia kai epÐshc proseggistikĹ qrhsimopoiÿntac thn Poisson SMP. (Gia qĹrh
aplìthtac, exairèste genèjlia stic 29 FebrouarÐou.)

Prìblhma 3. O GiĹnnhc kai o BasÐlhc paÐzoun ènan agÿna skakioÔ sto opoÐo o
prÿtoc paÐkthc pou kerdÐzei èna paiqnÐdi kerdÐzei ton agÿna. MetĹ apì 10 diadoqikèc
isopalÐec, to apotèlesma tou agÿna eÐnai isopalÐa. O GiĹnnhc kerdÐzei èna paiqnÐdi me
pijanìthta 0.4, o BasÐlhc me pijanìthta 0.3, kai èrqontai se isopalÐa me pijanìthta
0.3, anexĹrthta apì prohgoÔmena paiqnÐdia.

(a) Poia eÐnai h pijanìthta ìti o GiĹnnhc kerdÐzei ton agÿna?

(b) Poia eÐnai h SMP thc diĹrkeiac tou agÿna?

Prìblhma 4. ànac paroqèac Internet qrhsimopoieÐ 50 modem gia na exuphretăsei tic
anĹgkec 1000 pelatÿn. UpologÐzetai ìti se dedomèno qrìno, kĹje pelĹthc qreiĹzetai
sÔndesh me pijanìthta 0.01, anexĹrthta apì Ĺllouc pelĹtec.

(a) Poia eÐnai h SMP tou arijmoÔ twn modem pou qrhsimopoioÔntai se mÐa dedomènh
qronikă stigmă?

(b) EpanalĹbete to mèroc (a) proseggÐzontac th SMP tou arijmoÔ twn pelatÿn pou
qreiĹzontai sÔndesh me Poisson SMP.

(g) Poia eÐnai h pijanìthta o arijmìc twn pelatÿn pou qreiĹzontai sÔndesh na eÐnai
megalÔteroc apì ton arijmì twn modem? Dÿste ènan akribă kai ènan proseggi-
stikì tÔpo pou basÐzetai sthn prosèggish Poisson tou mèrouc (b).
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Prìblhma 5. àna sÔsthma epikoinwnÐac pakètwn apoteleÐtai apì èna entamieută o
opoÐoc apojhkeÔei ta pakèta pou èrqontai apì kĹpoia phgă kai sth sunèqeia ta stèlnei
se èna dèkth. To sÔsthma leitourgeÐ se zeÔgh qronikÿn sqismÿn. Sthn prÿth qronikă
sqismă, to sÔsthma apojhkeÔei ènan arijmì apì pakèta ta opoÐa èrqontai apì thn phgă
sÔmfwna me mÐa Poisson SMP me parĹmetro λ; wstìso, o mègistoc arijmìc pakètwn pou
mporeÐ na apojhkeuteÐ eÐnai ènac dedomènoc akèraioc b kai ta pakèta pou ftĹnoun se
èna gemĹto entamieută aporrÐptontai. Sth deÔterh qronikă sqismă, to sÔsthma stèlnei
sto dèkth ìla ta apojhkeumèna pakèta ă c pakèta (otidăpote eÐnai mikrìtero). Edÿ o
c eÐnai ènac dedomènoc akèraioc me 0 < c < b.

(a) An upojèsoume ìti sthn arqă thc prÿthc sqismăc o entamieutăc eÐnai Ĺdeioc, breÐte
thn SMP tou arijmoÔ twn pakètwn pou eÐnai apojhkeumèna sto tèloc thc prÿthc
kai sto tèloc thc deÔterhc sqismăc.

(b) Poia eÐnai h pijanìthta ìti kĹpoia pakèta aporrÐptontai katĹ th diĹrkeia thc
prÿthc sqismăc?

Prìblhma 6. O Ărhc kai o PAO ja paÐxoun mÐa seirĹ n paiqnidiÿn mpĹsket, ìpou to n
eÐnai perittìc. O Ărhc èqei pijanìthta p na kerdÐsei opoiodăpote paiqnÐdi, anexĹrthta
apì Ĺlla paiqnÐdia.

(a) BreÐte tic timèc thc p gia tic opoÐec mÐa seirĹ me n = 5 paiqnÐdia eÐnai protimÿterh
gia ton Ărh apì mÐa seirĹ me n = 3.

(b) GenikeÔste to mèroc (a), dhladă gia opoiodăpote k > 0, breÐte tic timèc thc p gia
tic opoÐec to n = 2k + 1 eÐnai protimÿtero gia ton Ărh apì to n = 2k − 1.

Prìblhma 7. Mìlic noikiĹsate èna megĹlo spÐti kai o mesÐthc sac èdwse 5 kleidiĹ,
èna gia kĹje mÐa apì tic 5 pìrtec tou spitioÔ. Dustuqÿc, ìla ta kleidiĹ faÐnontai Ðdia
kai gia na anoÐxete thn exÿporta ta dokimĹzete tuqaÐa.

(a) BreÐte th SMP tou arijmoÔ twn prospajeiÿn pou ja qreiasteÐte gia na anoÐ-
xete thn pìrta, sÔmfwna me tic parakĹtw enallaktikèc upojèseic: (1) metĹ apì
mÐa apotuqhmènh prospĹjeia, shmeiÿnete to antÐstoiqo kleidÐ, ètsi ÿste na mhn
to xanaqrhsimopoiăsete kai (2) se kĹje prospĹjeia èqete thn Ðdia pijanìthta na
epilèxete opoiodăpote kleidÐ.

(b) EpanalĹbete to mèroc (a) gia thn perÐptwsh ìpou o mesÐthc sac èdwse apì dÔo
kleidiĹ gia kajemÐa apì tic 5 pìrtec.

Prìblhma 8. Anadromikìc upologismìc thc diwnumikăc SMP. àstw ìti X eÐnai mÐa
diwnumikă tuqaÐa metablhtă me paramètrouc n kai p. DeÐxte ìti h SMP thc mporeÐ na
upologisteÐ arqÐzontac me pX(0) = (1 − p)n kai qrhsimopoiÿntac ton epagwgikì tÔpo

pX(k + 1) =
p

1 − p
· n − k

k + 1
· pX(k), k = 0, 1, . . . , n − 1.
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Prìblhma 9. To sqăma thc diwnumikăc SMP. Jewrăste mÐa diwnumikă tuqaÐa meta-
blhtă X me paramètrouc n kai p. àstw k∗ o mègistoc akèraioc o opoÐoc eÐnai mikrìteroc
ă Ðsoc tou (n + 1)p. DeÐxte ìti h SMP pX(k) eÐnai monotonikĹ mh fjÐnousa wc proc k
sto diĹsthma apì 0 èwc k∗ kai eÐnai monotonikĹ fjÐnousa wc proc k gia k ≥ k∗.

Prìblhma 10. To sqăma thc Poisson SMP. àstw ìti X eÐnai mÐa tuqaÐa metablhtă
Poisson me parĹmetro λ. DeÐxte ìti h SMP pX(k) auxĹnei monotonikĹ wc proc k mèqri
to shmeÐo ìpou to k isoÔtai me to mègisto akèraio pou den xepernĹ thn λ kai metĹ to
shmeÐo autì eÐnai monotonikĹ fjÐnousa wc proc k.

Prìblhma 11.* To prìblhma tou spirtìkoutou ` empneusmèno apì tic sunăjeiec
tou Banach. ànac majhmatikìc pou eÐnai kapnistăc èqei èna spirtìkouto sth dexiĹ tou
tsèph kai èna sthn aristeră tou tsèph. KĹje forĹ pou jèlei na anĹyei èna tsigĹro,
epilègei èna spirtìkouto apì opoiadăpote tsèph tou me pijanìthta p = 1/2, anexĹrth-
ta apì prohgoÔmenec epilogèc. Ta dÔo spirtìkouta èqoun arqikĹ n spÐrta to kajèna.
Poia eÐnai h SMP tou arijmoÔ twn spÐrtwn pou apomènoun th stigmă pou o majhmati-
kìc yĹqnei gia spÐrto kai anakalÔptei ìti to antÐstoiqo spirtìkouto eÐnai Ĺdeio? Pwc
mporoÔme na genikeÔsoume sthn perÐptwsh ìpou oi pijanìthtec epilogăc thc aristerăc
ă thc dexiĹc tsèphc eÐnai p kai 1 − p, antÐstoiqa?

LÔsh. àstw X o arijmìc twn spÐrtwn pou apomènoun ìtan èna apì ta spirtìkouta
eÐnai Ĺdeio. Gia k = 0, 1, . . . , n, èstw ìti Lk (ă Rk) eÐnai to gegonìc ìti èna Ĺdeio
koutÐ anakalÔptetai prÿta sthn aristeră (antÐstoiqa, dexiĹ) tsèph, enÿ o arijmìc twn
spÐrtwn sth dexiĹ (antÐstoiqa, aristeră) tsèph eÐnai k kĹje forĹ. H SMP thc X eÐnai

pX(k) = P(Lk) + P(Rk), k = 0, 1, . . . , n.

An jewrăsoume thn epilogă thc aristerăc kai thc dexiĹc tsèphc san mÐa “epituqÐafl kai
mÐa “apotuqÐafl, antÐstoiqa, h P(Lk) eÐnai h pijanìthta ìti upĹrqoun n epituqÐec stic
prÿtec 2n − k epanalăyeic kai h epanĹlhyh 2n − k + 1 eÐnai mÐa epituqÐa, Ĺra

P(Lk) =
1
2

(
2n − k

n

)(
1
2

)2n−k

, k = 0, 1, . . . , n.

Lìgw summetrÐac, P(Lk) = P(Rk), Ĺra

pX(k) = P(Lk) + P(Rk) =
(

2n − k

n

)(
1
2

)2n−k

, k = 0, 1, . . . , n.

Sthn pio genikă perÐptwsh, ìpou oi pijanìthtec thc aristerăc kai dexiĹc epilogăc
eÐnai p kai 1 − p, parìmoia èqoume

P(Lk) = p

(
2n− k

n

)
pn(1 − p)n−k, k = 0, 1, . . . , n,
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kai

P(Rk) = (1 − p)
(

2n − k

n

)
pn−k(1 − p)n, k = 0, 1, . . . , n,

to opoÐo dÐnei

pX(k) = P(Lk) + P(Rk)

=
(

2n − k

n

)(
pn+1(1 − p)n−k + pn−k(1 − p)n+1

)
, k = 0, 1, . . . , n.

Prìblhma 12.* Apìdeixh thc proseggistikăc idiìthtac thc Poisson. Jewrăste th
SMP mÐac diwnumikăc tuqaÐac metablhtăc me paramètrouc n kai p. DeÐxte ìti asumptw-
tikĹ kajÿc

n → ∞, p → 0,

kai sugqrìnwc h np eÐnai stajeră se kĹpoia dedomènh timă λ, h SMP aută plhsiĹzei
th SMP thc tuqaÐac metablhtăc Poisson me parĹmetro λ.

LÔsh. Qrhsimopoiÿntac thn exÐswsh λ = np, grĹfoume th diwnumikă SMP wc

pX(k) =
n!

(n − k)! k!
pk(1 − p)n−k

=
n(n − 1) · · · (n − k + 1)

nk
· λk

k!
·
(

1 − λ

n

)n−k

.

KratĹme to k stajerì kai afănoume to n → ∞. àqoume, gia j = 1, . . . , k,

n − k + j

n
→ 1,

(
1 − λ

n

)−k

→ 1,

(
1 − λ

n

)n

→ e−λ.

Ăra gia kĹje sugkekrimèno k, kajÿc to n → ∞ èqoume

pX(k) → e−λ λk

k!
.

PARAGRAFOS 2.3. Sunartăseic TuqaÐwn Metablhtÿn

Prìblhma 13. MÐa oikogèneia èqei 5 fusikĹ paidiĹ kai èqei uiojetăsei 2 korÐtsia.
KĹje fusikì paidÐ èqei Ðsh pijanìthta na eÐnai agìri ă korÐtsi, anexĹrthta apì ta
Ĺlla paidiĹ. Gia ta 7 paidiĹ breÐte th SMP tou arijmoÔ twn koritsiÿn.

Prìblhma 14. àstw X mÐa tuqaÐa metablhtă h opoÐa paÐrnei timèc apì 0 mèqri 9 me
Ðsh pijanìthta 1/10.

(a) BreÐte th SMP thc tuqaÐac metablhtăc Y = X mod(3).
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(b) BreÐte th SMP thc tuqaÐac metablhtăc Y = 5 mod(X + 1).

Prìblhma 15. àstw K mÐa tuqaÐa metablhtă h opoÐa paÐrnei akèraiec timèc sto
diĹsthma [−n, n], me Ðsh pijanìthta 1/(2n+1). BreÐte th SMP thc tuqaÐac metablhtăc
Y = lnX , ìpou X = a|K| kai a > 0.

PARAGRAFOS 2.4. Mèsh Timă kai DiasporĹ

Prìblhma 16. àstw X mÐa tuqaÐa metablhtă me SMP

pX(x) =
{

x2/a, eĹn x = −3,−2,−1, 0, 1, 2, 3,
0, diaforetikĹ.

(a) BreÐte thn timă tou a kai thn E[X ].

(b) Poia eÐnai h SMP thc tuqaÐac metablhtăc Z =
(
X − E[X ]

)2
?

(g) UpologÐste th diasporĹ thc X , qrhsimopoiÿntac to mèroc (b).

(d) UpologÐste th diasporĹ thc X qrhsimopoiÿntac ton tÔpo var(X) =
∑

x

(
x −

E[X ]
)2

pX(x).

Prìblhma 17. H jermokrasÐa mÐac pìlhc montelopoieÐtai wc mÐa tuqaÐa metablhtă
me mèsh timă kai tupikă apìklish Ðsec me 10 bajmoÔc KelsÐou. MÐa hmèra jewreÐtai
“kanonikăfl eĹn h jermokrasÐa katĹ th diĹrkeiĹ thc kumaÐnetai entìc mÐac tupikăc apì-
klishc apì th mèsh timă. Poia ja ătan h diakÔmansh thc jermokrasÐac gia mÐa kanonikă
hmèra eĹn h jermokrasÐa ekfrazìtan se bajmoÔc FarenĹit?

Prìblhma 18. àstw a kai b jetikoÐ akèraioi me a ≤ b kai èstw X mÐa tuqaÐa metablhtă
h opoÐa paÐrnei wc timèc tic dunĹmeic tou 2 sto diĹsthma [2a, 2b], me Ðsh pijanìthta.
BreÐte th mèsh timă kai th diasporĹ thc X .

Prìblhma 19. àna dÿro topojeteÐtai tuqaÐa se èna apì 10 koutiĹ, ta opoÐa eÐnai arij-
mhmèna apì to 1 mèqri to 10. YĹqnete gia to dÿro kĹnontac erwtăseic pou apantÿntai
me nai ă ìqi. BreÐte th mèsh timă tou arijmoÔ twn erwtăsewn mèqri na sigoureuteÐte
gia to koutÐ sto opoÐo brÐsketai to dÿro, sÔmfwna me tic parakĹtw strathgikèc:

(a) Strathgikă arÐjmhshc: kĹnontac erwtăseic thc morfăc “eÐnai sto koutÐ k?fl.

(b) Strathgikă diqotìmhshc: apokleÐete perÐpou misĹ apì ta upoleipìmena koutiĹ
kĹnontac erwtăseic thc morfăc “eÐnai se koutÐ pou èqei arijmì mikrìtero ă Ðso
tou k?fl.
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Prìblhma 20. Se mÐa diafhmistikă ekstrateÐa, mÐa biomhqanÐa sokolĹtac topoje-
teÐ qrusĹ koupìnia se merikèc apì tic sokolĹtec thc, me thn upìsqesh ìti èna qrusì
koupìni sac parèqei ìlh th sokolĹta pou mporeÐte na fĹte se ìlhc sac th zwă. EĹn
h pijanìthta eÔreshc enìc kouponioÔ eÐnai p, breÐte thn mèsh timă kai diasporĹ tou
arijmoÔ apì sokolĹtec pou qreiĹzetai na agorĹsete gia na breÐte èna koupìni.

Prìblhma 21. To parĹdoxo thc AgÐac PetroÔpolhc. RÐqnete anexĹrthta èna ame-
rìlhpto nìmisma kai metrĹte ton arijmì twn rÐyewn mèqri na emfanistoÔn grĹmmata.
EĹn o arijmìc autìc eÐnai n, lambĹnete 2n eurÿ. Poia eÐnai h mèsh timă tou posoÔ pou
ja lĹbete? Pìso ja plhrÿnate gia na paÐxete to paiqnÐdi autì?

Prìblhma 22. RÐqnoume dÔo nomÐsmata sugqrìnwc mèqri to èna apì autĹ na èrjei
korÿna kai to Ĺllo grĹmmata. To prÿto nìmisma èrqetai korÿna me pijanìthta p kai
to deÔtero me pijanìthta q. älec oi rÐyeic jewroÔntai anexĹrthtec.

(a) BreÐte th SMP, th mèsh timă kai th diasporĹ tou arijmoÔ twn rÐyewn.

(b) Poia eÐnai h pijanìthta ìti h teleutaÐa rÐyh tou prÿtou nomÐsmatoc prokÔptei
korÿna?

Prìblhma 23.

(a) RÐqnoume èna amerìlhpto nìmisma suneqÿc mèqri na parousiastoÔn dÔo diadoqikèc
korÿnec. BreÐte th SMP, th mèsh timă kai th diasporĹ tou arijmoÔ twn rÐyewn.

(b) Upojèste tÿra ìti rÐqnoume to nìmisma suneqÿc mèqri na èrjoun grĹmmata amèswc
metĹ apì korÿna. BreÐte th SMP kai th mèsh timă tou arijmoÔ twn rÐyewn.

Prìblhma 24.* DiasporĹ Poisson. Jewrăste thn tuqaÐa metablhtă Poisson me parĹ-
metro λ. UpologÐste th deÔterh ropă kai th diasporĹ thc.

LÔsh. äpwc èqoume deÐxei sto keÐmeno, h mèsh timă eÐnai

E[X ] = λ.

EpÐshc

E[X2] =
∞∑

k=1

k2e−λ λk

k!

= λ

∞∑
k=1

k
e−λλk−1

(k − 1)!



Problămata 141

= λ

∞∑
m=0

(m + 1)
e−λλm

m!

= λ
(
E[X ] + 1

)
= λ(λ + 1),

apì to opoÐo èqoume

var(X) = E[X2] − (
E[X ]

)2 = λ(λ + 1) − λ2 = λ.

PARAGRAFOS 2.5. Apì KoinoÔ SMP Pollaplÿn TuqaÐwn Metablhtÿn

Prìblhma 25. ànac qrhmatistăc agorĹzei 100 metoqèc A kai 200 metoqèc B. àstw X
kai Y oi allagèc stic timèc twn A kai B, antÐstoiqa, se mÐa dedomènh qronikă perÐodo
kai upojèste ìti h apì koinoÔ SMP twn X kai Y eÐnai omoiìmorfh sto sÔnolo twn
akeraÐwn x kai y oi opoÐoi ikanopoioÔn tic sqèseic

−2 ≤ x ≤ 4, −1 ≤ y − x ≤ 1.

(a) BreÐte tic oriakèc SMP kai tic mèsec timèc twn X kai Y .

(b) BreÐte th mèsh timă tou kèrdouc tou qrhmatistă.

Prìblhma 26. MÐa tĹxh apì n foithtèc exetĹzetai se èna diagÿnisma pou èqei m
erwtăseic. Upojèste ìti o foithtăc i dÐnei apantăseic stic prÿtec mi erwtăseic.

(a) O bajmologhtăc tuqaÐa epilègei mÐa apĹnthsh, ac thn poÔme (I, J), ìpou I eÐnai
o arijmìc mhtrÿou tou foithtă (pou paÐrnei timèc 1, . . . , n) kai J eÐnai o arijmìc
thc erÿthshc (pou paÐrnei timèc 1, . . . , m). Upojèste ìti ìlec oi apantăseic epilè-
gontai me Ðsh pijanìthta. UpologÐste tic oriakèc kai tic apì koinoÔ SMP twn I
kai J .

(b) Upojèste ìti h apĹnthsh sthn erÿthsh j pou dìjhke apì to foithtă i eÐnai swstă
me pijanìthta pij . KĹje apĹnthsh paÐrnei a pìntouc eĹn eÐnai swstă kai b pìntouc
diaforetikĹ. UpologÐste th mèsh timă thc bajmologÐac tou foithtă i.

Prìblhma 27. H SMP tou elaqÐstou merikÿn tuqaÐwn metablhtÿn. Se mÐa dedo-
mènh mèra, to skor sac sto gkolf paÐrnei timèc sto diĹsthma apì 101 mèqri 110, me
pijanìthta 0.1, anexĹrthta apì Ĺllec mèrec. Gia na beltiÿsete to skor sac, apofasÐ-
zete na paÐxete se treic diaforetikèc mèrec kai na dhlÿsete wc skor sac to elĹqisto
X twn skor X1, X2 kai X3 stic diaforetikèc mèrec.
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(a) UpologÐste th SMP thc X .

(b) Pìso èqei beltiwjeÐ h mèsh timă tou skor sac san apotèlesma tou na paÐxete stic
treic mèrec?

Prìblhma 28.* To prìblhma tou paiqnidioÔ gnÿsewn. Jewrăste èna diagÿnisma
ìpou èna Ĺtomo èqei mÐa lÐsta apì n erwtăseic kai mporeÐ na tic apantăsei me opoiadă-
pote seirĹ epilèxei. H erÿthsh i ja apanthjeÐ swstĹ me pijanìthta pi kai to Ĺtomo tìte
ja pĹrei mÐa amoibă vi. Sthn prÿth lanjasmènh apĹnthsh, to diagÿnisma teleiÿnei kai
to Ĺtomo ja kratăsei tic prohgoÔmenec amoibèc tou. To prìblhma eÐnai na epilèxete th
seirĹ twn erwtăsewn, ètsi ÿste na megistopoihjeÐ h mèsh timă thc sunolikăc amoibăc.
DeÐxte ìti eÐnai bèltisto na apantăsei kaneÐc tic erwtăseic sÔmfwna me thn mh aÔxousa
seirĹ twn pivi/(1 − pi).

LÔsh. Ja qrhsimopoiăsoume to legìmeno epiqeÐrhma antallagăc pou qrhsimopoieÐtai
suqnĹ se problămata qronoprogrammatismoÔ. àstw i kai j h k-ostă erÿthsh kai h
(k + 1)-ostă erwtăsh se mÐa bèltista diatetagmènh metĹjesh

L = (i1, . . . , ik−1, i, j, ik+2, . . . , in).

Jewrăste th metĹjesh

L′ = (i1, . . . , ik−1, j, i, ik+2, . . . , in)

pou lambĹnetai apì thn L antallĹssontac th diĹtaxh twn erwtăsewn i kai j. Upo-
logÐzoume tic mèsec timèc twn amoibÿn thc L kai L′, kai qrhsimopoioÔme to gegonìc ìti
efìson h L eÐnai bèltista diatetagmènh, èqoume

E[amoibă sthn L] ≥ E[amoibă sthn L′].

OrÐzoume to bĹroc thc erÿthshc i na eÐnai

w(i) =
pivi

(1 − pi)
.

Ja deÐxoume ìti opoiadăpote metĹjesh twn erwtăsewn sÔmfwna me mh aÔxousa diĹtaxh
twn barÿn touc, megistopoieÐ th mèsh amoibă.

EĹn L = (i1, . . . , in) eÐnai mÐa metĹjesh twn erwtăsewn, orÐzoume thn L(k) wc
th metĹjesh pou prokÔptei apì thn L antallĹsontac tic erwtăseic ik kai ik+1. Ac
upologÐsoume kat’ arqĹc th diaforĹ metaxÔ thc mèshc amoibăc thc L kai thc L(k).
àqoume

E[amoibă thc L] = pi1vi1 + pi1pi2vi2 + · · · + pi1 · · · pinvin ,
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kai

E
[
amoibă thc L(k)

]
= pi1vi1 + pi1pi2vi2 + · · · + pi1 · · · pik−1vik−1

+ pi1 · · · pik−1pik+1vik+1 + pi1 · · · pik−1pik+1pik
vik

+ pi1 · · · pik+2vik+2 + · · · + pi1 · · · pinvin .

Ăra

E
[
amoibă thc L(k)

]− E[amoibă thc L] = pi1 · · · pik−1(pik+1vik+1 + pik+1pik
vik

− pik
vik

− pik
pik+1vik+1)

= pi1 · · · pik−1(1 − pik
)(1 − pik+1)

(
w(ik+1) − w(ik)

)
.

Tÿra, ac epistrèyoume sto prìblhmĹ mac. Jewrăste opoiadăpote metĹjesh L
twn erwtăsewn. EĹn w(ik) < w(ik+1) gia kĹpoio k, èpetai apì thn parapĹnw sqèsh
ìti h metĹjesh L(k) èqei mèsh amoibă megalÔterh apì aută thc L. Ăra, mÐa bèltisth
metĹjesh twn erwtăsewn prèpei na eÐnai sÔmfwna me mÐa aÔxousa diĹtaxh twn barÿn
touc.

TelikĹ ja deÐxoume ìti opoiesdăpote dÔo tètoiec metajèseic, èqoun Ðsec mèsec
amoibèc. Upojèste ìti h L eÐnai mÐa tètoia metĹjesh kai èstw w(ik) = w(ik+1) gia
kĹpoio k. GnwrÐzoume ìti antallĹssontac th diĹtaxh twn ik kai ik+1 diathreÐtai h
mèsh amoibă. Ăra, h mèsh amoibă opoiasdăpote metĹjeshc L′ basismènhc se mÐa mh
aÔxousa diĹtaxh twn barÿn isoÔtai me aută thc L, diìti h L′ lambĹnetai apì thn L
antallĹssontac epaneilhmmèna parakeÐmenec erwtăseic pou èqoun Ðsa bĹrh.

Prìblhma 29.* H sqèsh egkleismoÔ-apokleismoÔ. àstw A1, A2, . . . , An gegonìta.
àstw S1 = {i | 1 ≤ i ≤ n}, S2 = {(i1, i2) | 1 ≤ i1 < i2 ≤ n}, kai pio genikĹ, èstw
ìti Sm eÐnai to sÔnolo ìlwn twn m-Ĺdwn (i1, . . . , im) twn deiktÿn pou ikanopoioÔn
1 ≤ i1 < i2 < · · · < im ≤ n. DeÐxte ìti

P (∪n
k=1Ak) =

∑
i∈S1

P(Ai) −
∑

(i1,i2)∈S2

P(Ai1 ∩ Ai2 )

+
∑

(i1,i2,i3)∈S3

P(Ai1 ∩ Ai2 ∩ Ai3) − · · · + (−1)n−1P (∩n
k=1Ak) .

Upìdeixh: àstw Xi mÐa duadikă tuqaÐa metablhtă h opoÐa isoÔtai me 1 ìtan to Ai

sumbaÐnei kai me 0 diaforetikĹ. SusqetÐste to gegonìc pou mac endiafèrei me thn tuqaÐa
metablhtă (1 − X1)(1 − X2) · · · (1 − Xn).

LÔsh. Ac ekfrĹsoume to gegonìc B = ∪n
k=1Ak san sunĹrthsh twn tuqaÐwn metablh-

tÿn X1, . . . , Xn. To gegonìc Bc sumbaÐnei ìtan ìlec oi tuqaÐec metablhtèc X1, . . . , Xn

eÐnai mhdèn, to opoÐo sumbaÐnei ìtan h tuqaÐa metablhtă Y = (1−X1)(1−X2) · · · (1−
Xn) eÐnai Ðsh me 1. Parathrăste ìti h Y mporeÐ na pĹrei timèc mìno sto sÔnolo {0, 1}.
Ăra,

P(Bc) = P(Y = 1) = E[Y ].
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Epomènwc,

P(B) = 1 − E
[
(1 − X1)(1 − X2) · · · (1 − Xn)

]
= E[X1 + · · · + Xn] − E

⎡
⎣ ∑

(i1,i2)∈S2

Xi1Xi2

⎤
⎦+ · · · + (−1)n−1E[X1 · · ·Xn].

ParathroÔme ìti

E[Xi] = P(Ai), E[Xi1Xi2 ] = P(Ai1 ∩ Ai2),

E[Xi1Xi2Xi3 ] = P(Ai1 ∩ Ai2 ∩ Ai3), E
[
X1X2 · · ·Xn

]
= P(∩n

k=1Ak),

ktl., apì tic opoÐec èpetai o epijumhtìc tÔpoc.

Prìblhma 30.* H bĹsh dedomènwn twn fÐlwn tou AristeÐdh perièqei n eggrafèc, allĹ
lìgw enìc lĹjouc sto logismikì, oi dieujÔnseic antistoiqoÔn sta onìmata me entelÿc
tuqaÐo trìpo. O AristeÐdhc grĹfei mÐa kĹrta euqÿn se kajèna apì touc fÐlouc tou kai
tic stèlnei sth (pijanÿc lanjasmènh lìgw logismikoÔ) dieÔjunsh. Poia eÐnai h pija-
nìthta ìti ènac toulĹqiston apì touc fÐlouc tou ja pĹrei th swstă kĹrta? Upìdeixh:
Qrhsimopoiăste th sqèsh egkleismoÔ-apokleismoÔ.

LÔsh. àstw ìti Ak eÐnai to gegonìc ìti h k-ostă kĹrta stèlnetai sth swstă dieÔjunsh.
àqoume gia opoiadăpote k, j, i,

P(Ak) =
1
n

=
(n − 1)!

n!
,

P(Ak ∩ Aj) = P(Ak)P(Aj |Ak) =
1
n
· 1
n − 1

=
(n − 2)!

n!
,

P(Ak ∩ Aj ∩ Ai) =
1
n
· 1
n − 1

· 1
n − 2

=
(n − 3)!

n!
,

ktl. kai

P(∩n
k=1Ak) =

1
n!

.

An efarmìsoume th sqèsh egkleismoÔ-apokleismoÔ,

P (∪n
k=1Ak) =

∑
i∈S1

P(Ai) −
∑

(i1,i2)∈S2

P(Ai1 ∩ Ai2)

+
∑

(i1,i2,i3)∈S3

P(Ai1 ∩ Ai2 ∩ Ai3 ) − · · · + (−1)n−1P (∩n
k=1Ak) ,



Problămata 145

èqoume thn epijumhtă pijanìthta

P(∪n
k=1Ak) =

(
n

1

)
(n − 1)!

n!
−
(

n

2

)
(n − 2)!

n!
+
(

n

3

)
(n − 3)!

n!
− · · · + (−1)n−1 1

n!

= 1 − 1
2!

+
1
3!

− · · · + (−1)n−1 1
n!

.

ätan to n eÐnai megĹlo, h pijanìthta aută mporeÐ na proseggisteÐ apì thn 1 − e−1.

PARAGRAFOS 2.6. DESMEUSH

Prìblhma 31. Jewrăste tèsseric anexĹrthtec rÐyeic enìc 6-èdrou zarioÔ. àstw X
o arijmìc twn 1 kai èstw Y o arijmìc twn 2 pou prokÔptoun. Poia eÐnai h apì koinoÔ
SMP twn X kai Y ?

Prìblhma 32. To prìblhma thc apì koinoÔ zwăc tou D. Bernoulli. Jewrăste 2m
Ĺtoma pou dhmiourgoÔn m zeugĹria ta opoÐa arqikĹ zoun mazÐ. Upojèste ìti metĹ apì
kĹpoio qronikì diĹsthma, h pijanìthta kĹje atìmou na zei eÐnai p, anexĹrthta apì ta
Ĺlla Ĺtoma. EkeÐnh th stigmă, èstw A o arijmìc twn atìmwn sta opoÐa zoun kai èstw S
o arijmìc twn zeugariÿn sta opoÐa zoun kai oi dÔo sÔntrofoi. Gia opoiodăpote arijmì
epizÿntwn a, breÐte thn E[S |A = a].

Prìblhma 33.* àna nìmisma èqei pijanìthta na èrjei korÿna Ðsh me p. To rÐqnoume
diadoqikĹ kai anexĹrthta mèqri na èrjei korÿna duo forèc sth seirĹ, ă grĹmmata dÔo
forèc sth seirĹ. BreÐte th mèsh timă tou arijmoÔ twn rÐyewn.

LÔsh. MÐa dunatìthta eÐnai na upologÐsoume th SMP tou arijmoÔ twn rÐyewn X ,
mèqri na teleiÿsei to paiqnÐdi kai sth sunèqeia na th qrhsimopoiăsoume gia na upolo-
gÐsoume thn E[X ]. Wstìso me èna kÐbdhlo nìmisma autì eÐnai Ĺbolo, ÿste protimoÔme
th qrăsh tou jewrămatoc thc sunolikăc mèshc timăc kai mÐac armìzousac diamèrishc
tou deigmatikoÔ qÿrou. àstw Hk (ă Tk) to gegonìc ìti èrqetai korÿna (ă grĹmmata,
antÐstoiqa) sthn k-ostă rÐyh kai èstw p (antÐstoiqa, q) h pijanìthta tou Hk (antÐ-
stoiqa, Tk). Efìson H1 kai T1 dhmiourgoÔn mÐa diamèrish tou deigmatikoÔ qÿrou kai
P(H1) = p kai P(T1) = q, èqoume

E[X ] = pE[X |H1] + qE[X |T1].

An qrhsimopoiăsoume xanĹ to jeÿrhma thc sunolikăc mèshc timăc, èqoume

E[X |H1] = pE[X |H1 ∩ H2] + qE[X |H1 ∩ T2] = 2p + q
(
1 + E[X |T1]

)
,

ìpou qrhsimopoiăsame tic sqèseic

E[X |H1 ∩ H2] = 2
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(to paiqnÐdi teleiÿnei metĹ apì dÔo diadoqikèc korÿnec) kai

E[X |H1 ∩ T2] = 1 + E[X |T1]

(eĹn to paiqnÐdi den teleiÿnei, mìno h teleutaÐa rÐyh èqei shmasÐa gia ton prosdiorismì
tou arijmoÔ twn epiplèon rÐyewn mèqri ton termatismì). Parìmoia, èqoume

E[X |T1] = 2q + p
(
1 + E[X |H1]

)
.

An sunduĹsoume tic dÔo parapĹnw sqèseic kai qrhsimopoiăsoume to gegonìc p+ q = 1,
èqoume metĹ apì kĹpoiouc upologismoÔc

E[X |T1] =
2 + p2

1 − pq
,

kai parìmoia

E[X |H1] =
2 + q2

1 − pq
.

Ăra,

E[X ] = p · 2 + q2

1 − pq
+ q · 2 + p2

1 − pq
,

kai telikĹ, qrhsimopoiÿntac to gegonìc ìti p + q = 1,

E[X ] =
2 + pq

1 − pq
.

Gia thn perÐptwsh enìc amerìlhptou zarioÔ (p = q = 1/2), èqoume E[X ] = 3. EpÐshc,
mporeÐ na epalhjeuteÐ ìti 2 ≤ E[X ] ≤ 3 gia ìlec tic timèc thc p.

Prìblhma 34.* MÐa arĹqnh kai mÐa mÔga kinoÔntai katĹ măkoc mÐac eujeÐac grammăc.
Se kĹje deuterìlepto, h mÔga metakineÐtai katĹ èna monadiaÐo diĹsthma proc ta dexiĹ
ă proc ta aristerĹ me thn Ðdia pijanìthta p kai mènei ekeÐ pou eÐnai me pijanìthta
1 − 2p. H arĹqnh proqwreÐ èna monadiaÐo diĹsthma proc thn kateÔjunsh thc mÔgac. H
arĹqnh kai h mÔga arqÐzoun D diastămata makriĹ h mÐa apì thn Ĺllh, ìpou D eÐnai
mÐa tuqaÐa metablhtă h opoÐa paÐrnei jetikèc akèraiec timèc me dedomènh SMP. EĹn h
arĹqnh prosgeiwjeÐ pĹnw sth mÔga, h diadikasÐa teleiÿnei. Poia eÐnai h mèsh timă tou
qrìnou pou qreiĹzetai gia na sumbeÐ autì?

LÔsh. àstw T o qrìnoc katĹ ton opoÐo h arĹqnh prosgeiÿnetai pĹnw sth mÔga.
OrÐzoume

Ad: to gegonìc ìti arqikĹ h arĹqnh kai h mÔga eÐnai d monadiaÐa diastămata makriĹ,

Bd: to gegonìc ìti metĹ apì èna deuterìlepto h arĹqnh kai h mÔga eÐnai d monadiaÐa
diastămata makriĹ.

H prosèggish mac ja eÐnai prÿta na efarmìsoume th desmeumènh morfă tou jewrăma-
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toc thc sunolikăc mèshc timăc gia na upologÐsoume thn E[T |A1], metĹ na qrhsimopoiă-
soume to apotèlesma gia na upologÐsoume thn E[T |A2] kai parìmoia na upologÐsoume
sth seirĹ tic E[T |Ad] gia ìlec tic timèc tou d. TelikĹ, ja efarmìsoume to (qwrÐc
dèsmeush) jeÿrhma thc sunolikăc mèshc timăc gia na upologÐsoume thn E[T ].

àqoume

Ad = (Ad ∩ Bd) ∪ (Ad ∩ Bd−1) ∪ (Ad ∩ Bd−2), eĹn d > 1.

Autì sumbaÐnei diìti eĹn h arĹqnh kai h mÔga brÐskontai se apìstash d > 1, tìte èna
deuterìlepto argìtera h apìstash touc ja eÐnai d (eĹn h mÔga apomakrunjeÐ apì thn
arĹqnh) ă d − 1 (eĹn h mÔga den metakinhjeÐ) ă d − 2 (eĹn h mÔga metakinhjeÐ proc
thn arĹqnh). àqoume epÐshc gia thn perÐptwsh ìpou h arĹqnh kai h mÔga arqÐzoun èna
monadiaÐo diĹsthma makriĹ h mÐa apì thn Ĺllh

A1 = (A1 ∩ B1) ∪ (A1 ∩ B0).

An qrhsimopoiăsoume to jeÿrhma thc sunolikăc mèshc timăc, èqoume

E[T |Ad] = P(Bd |Ad)E[T |Ad ∩ Bd]
+ P(Bd−1 |Ad)E[T |Ad ∩ Bd−1]
+ P(Bd−2 |Ad)E[T |Ad ∩ Bd−2], eĹn d > 1,

kai

E[T |A1] = P(B1 |A1)E[T |A1 ∩ B1] + P(B0 |A1)E[T |A1 ∩ B0], eĹn d = 1.

Me bĹsh ta dedomèna tou problămatoc,

P(B1 |A1) = 2p, P(B0 |A1) = 1 − 2p,

E[T |A1 ∩ B1] = 1 + E[T |A1], E[T |A1 ∩ B0] = 1,

Ĺra efarmìzontac ton tÔpo gia thn perÐptwsh d = 1, èqoume

E[T |A1] = 2p
(
1 + E[T |A1]

)
+ (1 − 2p),

ă

E[T |A1] =
1

1 − 2p
.

An efarmìsoume ton tÔpo gia d = 2, èqoume

E[T |A2] = pE[T |A2 ∩ B2] + (1 − 2p)E[T |A2 ∩ B1] + pE[T |A2 ∩ B0].

àqoume
E[T |A2 ∩ B0] = 1,

E[T |A2 ∩ B1] = 1 + E[T |A1],
E[T |A2 ∩ B2] = 1 + E[T |A2],
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kai an antikatastăsoume tic sqèseic autèc sthn èkfrash thc E[T |A2], lambĹnoume

E[T |A2] = p
(
1 + E[T |A2]

)
+ (1 − 2p)

(
1 + E[T |A1]

)
+ p

= p
(
1 + E[T |A2]

)
+ (1 − 2p)

(
1 +

1
1 − 2p

)
+ p.

H lÔsh autăc thc exÐswshc eÐnai

E[T |A2] =
2

1 − p
.

An genikeÔsoume, èqoume gia d > 2,

E[T |Ad] = p
(
1 + E[T |Ad]

)
+ (1 − 2p)

(
1 + E[T |Ad−1]

)
+ p

(
1 + E[T |Ad−2]

)
.

Ăra h E[T |Ad] mporeÐ na upologisteÐ anadromikĹ gia opoiadăpote arqikă apìstash
d, qrhsimopoiÿntac san arqikèc sunjăkec tic timèc twn E[T |A1] kai E[T |A2] pou
brăkame nwrÐtera.

Tèloc, h mèsh timă thc T , qrhsimopoiÿntac th SMP gia thn arqikă apìstash D
kai to jeÿrhma thc sunolikăc mèshc timăc, eÐnai

E[T ] =
∑

d

pD(d)E[T |Ad].

Prìblhma 35.* EpalhjeÔste ton kanìna thc mèshc timăc

E
[
g(X, Y )

]
=
∑

x

∑
y

g(x, y)pX,Y (x, y),

qrhsimopoiÿntac ton kanìna thc mèshc timăc gia sunartăseic mÐac tuqaÐac metablhtăc.
AkoloÔjwc, qrhsimopoiăste ton kanìna gia thn eidikă perÐptwsh grammikăc sunĹrth-
shc, gia na epalhjeÔsete ton tÔpo

E[aX + bY ] = aE[X ] + bE[Y ],

ìpou a kai b eÐnai gnwstèc stajerèc.

LÔsh. QrhsimopoioÔme to jeÿrhma thc sunolikăc mèshc timăc kai anĹgoume to prì-
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blhma sthn perÐptwsh mÐac monadikăc tuqaÐac metablhtăc. Sugkekrimèna, èqoume

E
[
g(X, Y )

]
=
∑

y

pY (y)E
[
g(X, Y ) |Y = y

]
=
∑

y

pY (y)E
[
g(X, y) |Y = y

]
=
∑

y

pY (y)
∑

x

g(x, y)pX|Y (x | y)

=
∑

x

∑
y

g(x, y)pX,Y (x, y),

ìpwc perimènoume. Parathrăste ìti sthn trÐth isìthta, qrhsimopoiăsame ton kanìna
thc mèshc timăc gia th sunĹrthsh g(X, y) thc monadikăc tuqaÐac metablhtăc X .

Gia thn eidikă perÐptwsh grammikăc sunĹrthshc , o kanìnac thc mèshc timăc dÐnei

E[aX + bY ] =
∑

x

∑
y

(ax + by)pX,Y (x, y)

= a
∑

x

x
∑

y

pX,Y (x, y) + b
∑

y

y
∑

x

pX,Y (x, y)

= a
∑

x

xpX(x) + b
∑

y

ypY (y)

= aE[X ] + bE[Y ].

Prìblhma 36.* O kanìnac pollaplasiasmoÔ gia desmeumènec SMP. àstw X , Y
kai Z tuqaÐec metablhtèc.

(a) DeÐxte ìti
pX,Y,Z(x, y, z) = pX(x)pY |X(y |x)pZ|X,Y (z |x, y).

(b) Pwc mporoÔme na ermhneÔsoume ton tÔpo autì san mÐa eidikă perÐptwsh tou ka-
nìna tou pollaplasiasmoÔ pou dÐnetai sthn ParĹgrafo 1.3?

(g) GenikeÔste gia thn perÐptwsh twn perissotèrwn twn triÿn tuqaÐwn metablhtÿn.

LÔsh. (a) àqoume

pX,Y,Z(x, y, z) = P(X = x, Y = y, Z = z)

= P(X = x)P(Y = y, Z = z |X = x
)

= P(X = x)P(Y = y |X = x)P(Z = z |X = x, Y = y)
= pX(x)pY |X(y |x)pZ|X,Y (z |x, y).
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(b) O tÔpoc mporeÐ na grafteÐ wc

P(X = x, Y = y, Z = z) = P(X = x)P(Y = y |X = x)P(Z = z |X = x, Y = y),

pou eÐnai mÐa eidikă perÐptwsh tou kanìna tou pollaplasiasmoÔ.

(g) H genÐkeush eÐnai

pX1,...,Xn(x1, . . . , xn)
= pX1(x1)pX2|X1(x2 |x1) · · · pXn|X1,...,Xn−1(xn |x1, . . . , xn−1).

Prìblhma 37.* DiaÐresh mÐa tuqaÐac metablhtăc Poisson. ànac pompìc apostèllei
eÐte èna 1 me pijanìthta p, eÐte èna 0 me pijanìthta 1−p, anexĹrthta apì prohgoÔmenec
apostolèc. EĹn o arijmìc apostolÿn mèsa se èna dedomèno qronikì diĹsthma èqei mÐa
Poisson SMP me parĹmetro λ, deÐxte ìti o arijmìc twn apostellìmenwn 1 sto Ðdio
qronikì diĹsthma èqei mÐa Poisson SMP me parĹmetro pλ.

LÔsh. àstw X kai Y o arijmìc twn apostellìmenwn 1 kai 0, antÐstoiqa. àstw
Z = X + Y o sunolikìc arijmìc sumbìlwn pou stĹljhkan. àqoume

P(X = n, Y = m) = P(X = n, Y = m |Z = n + m)P(Z = n + m)

=
(

n + m

n

)
pn(1 − p)m · e−λλn+m

(n + m)!

=
e−λp(λp)n

n!
· e−λ(1−p)

(
λ(1 − p)

)m

m!
.

Ăra

P(X = n) =
∞∑

m=0

P(X = n, Y = m)

=
e−λp(λp)n

n!
e−λ(1−p)

∞∑
m=0

(
λ(1 − p)

)m

m!

=
e−λp(λp)n

n!
e−λ(1−p)eλ(1−p)

=
e−λp(λp)n

n!
,

ètsi ÿste h X eÐnai Poisson me parĹmetro λp.

PARAGRAFOS 2.7. AnexarthsÐa

Prìblhma 38. H AlÐkh pernĹei tèssera fanĹria sto drìmo gia th douleiĹ thc. KĹje
fanĹri èqei thn Ðdia pijanìthta na eÐnai prĹsino ă kìkkino, anexĹrthta apì ta Ĺlla.
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(a) Poia eÐnai h SMP, h mèsh timă kai h diasporĹ tou arijmoÔ twn kìkkinwn fanariÿn
pou sunantĹei h AlÐkh?

(b) Upojèste ìti kĹje kìkkino fanĹri kajustereÐ thn AlÐkh akribÿc dÔo leptĹ. Poia
eÐnai h diasporĹ tou qrìnou diadromăc thc AlÐkhc?

Prìblhma 39. KĹje prwÐ o QĹrhc trÿei augĹ. Se opoiodăpote dedomèno prwðnì,
o arijmìc twn augÿn pou trÿei èqei thn Ðdia pijanìthta na eÐnai 1, 2, 3, 4, 5, ă 6,
anexĹrthta apì to pareljìn. àstw X o arijmìc twn augÿn pou o QĹrhc trÿei se 10
hmèrec. BreÐte th mèsh timă kai diasporĹ thc X .

Prìblhma 40. ànac sugkekrimènoc kajhghtăc eÐnai gnwstìc gia ton aujaÐreto trìpo
bajmolìghsăc tou. KĹje ergasÐa paÐrnei èna bajmì apì to sÔnolo {A, A−, B+, B, B−,
C+}, me Ðsh pijanìthta, anexĹrthta apì Ĺllec ergasÐec. Poia eÐnai h mèsh timă tou
arijmoÔ ergasiÿn pou ja katajèsete prin pĹrete kĹje dunatì bajmì toulĹqiston mÐa
forĹ?

Prìblhma 41. OdhgeÐte sth douleiĹ sac 5 mèrec thn ebdomĹda epÐ èna qrìno (50
ebdomĹdec) kai me pijanìthta p = 0.02 paÐrnete mÐa klăsh troqaÐac se opoiadăpote
dedomènh hmèra, anexĹrthta apì Ĺllec hmèrec. àstw X o sunolikìc arijmìc klăsewn
pou paÐrnete se èna qrìno.

(a) Poia eÐnai h pijanìthta o arijmìc twn klăsewn pou paÐrnete na eÐnai Ðsoc me th
mèsh timă thc X ?

(b) UpologÐste proseggistikĹ thn pijanìthta sto (a) qrhsimopoiÿntac thn prosèggish
Poisson.

(g) Opoiesdăpote apì tic klăseic eÐnai 10 ă 20 ă 50 eurÿ me antÐstoiqec pijanìthtec
0.5, 0.3 kai 0.2 kai anexĹrthta apì Ĺllec klăseic. Na breÐte th mèsh timă kai
diasporĹ tou posoÔ twn qrhmĹtwn pou plhrÿnete katĹ th diĹrkeia tou qrìnou.

(d) Upojèste ìti den gnwrÐzete thn pijanìthta p na pĹrete mÐa klăsh, allĹ părate 5
klăseic katĹ th diĹrkeia tou qrìnou kai ektimĹte to p me th deigmatikă mèsh timă

p̂ =
5

250
= 0.02.

Poio eÐnai to pedÐo dunatÿn timÿn thc p upojètontac ìti h diaforĹ metaxÔ thc
p kai thc deigmatikăc mèshc timăc p̂ eÐnai èwc 5 forèc thn tupikă apìklish thc
deigmatikăc mèshc timăc?

Prìblhma 42. Upologistikì prìblhma. Jewrăste mÐa pijanotikă mèjodo gia ton
upologismì tou embadoÔ enìc dedomènou uposunìlou S tou monadiaÐou tetragÿnou.
H mèjodoc qrhsimopoieÐ mÐa akoloujÐa anexĹrthtwn tuqaÐwn epilogÿn shmeÐwn sto
monadiaÐo tetrĹgwno [0, 1]× [0, 1], sÔmfwna me èna omoiìmorfo nìmo pijanìthtac. EĹn
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to i-ostì shmeÐo anăkei sto uposÔnolo S h timă thc tuqaÐac metablhtăc Xi eÐnai 1 kai
diaforetikĹ eÐnai 0. àstw X1, X2, . . . h akoloujÐa tuqaÐwn metablhtÿn pou orÐzetai
me ton trìpo autì kai gia opoiodăpote n, èstw

Sn =
X1 + X2 + · · · + Xn

n
.

(a) DeÐxte ìti h E[Sn] isoÔtai me to embadìn tou uposunìlou S kai ìti h var(Sn)
elattÿnetai sto 0 kajÿc to n auxĹnei.

(b) DeÐxte ìti gia na upologÐsete thn timă thc Sn, arkeÐ na gnwrÐzete tic timèc twn
Sn−1 kai Xn, ÿste den qreiĹzetai na jumĹste tic prohgoÔmenec timèc thc Xk,
k = 1, . . . , n − 1. Dÿste èna tÔpo.

(g) GrĹyte èna prìgramma pou upologÐzei thn timă thc Sn gia n = 1, 2, . . . , 10000,
qrhsimopoiÿntac th gennătria tuqaÐwn arijmÿn tou upologistă, gia thn perÐptwsh
ìpou to uposÔnolo S eÐnai ènac kÔkloc eggegrammènoc mèsa sto monadiaÐo tetrĹ-
gwno. Pwc mporeÐte na qrhsimopoiăsete to prìgrammĹ sac gia na upologÐsete
peiramatikĹ thn timă tou π?

(d) Qrhsimopoiăste èna parìmoio prìgramma gia na upologÐsete proseggistikĹ to
embadìn tou sunìlou ìlwn twn (x, y) ta opoÐa brÐskontai entìc tou monadiaÐou
tetragÿnou kai ikanopoioÔn 0 ≤ cosπx + sin πy ≤ 1.

Prìblhma 43.* Upojèste ìti oi X kai Y eÐnai anexĹrthtec gewmetrikèc tuqaÐec meta-
blhtèc me thn Ðdia parĹmetro p. DeÐxte ìti

P(X = i |X + Y = n) =
1

n − 1
, i = 1, . . . , n − 1.

LÔsh. MporoÔme na ermhneÔsoume thn P(X = i |X + Y = n) wc thn pijanìthta èna
nìmisma na èrjei korÿna gia prÿth forĹ sthn i-ostă rÐyh dedomènou ìti ărje korÿna
gia deÔterh forĹ sth n-ostă rÐyh. Isqurizìmaste ìti dedomènou ìti h deÔterh korÿna
sunèbh sth n-ostă rÐyh eÐnai isopÐjano h prÿth korÿna na èqei èrjei se opoiadăpote
rÐyh metaxÔ 1 kai n − 1. Gia na to apodeÐxoume autì, parathroÔme ìti èqoume

P(X = i |X + Y = n) =
P(X = i, X + Y = n)

P(X + Y = n)
=

P(X = i)P(Y = n − i)
P(X + Y = n)

.

EpÐshc
P(X = i) = p(1 − p)i−1, gia i ≥ 1,

kai
P(Y = n − i) = p(1 − p)n−i−1, gia n − i ≥ 1.
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àpetai ìti

P(X = i)P(Y = n − i) =
{

p2(1 − p)n−2, eĹn i = 1, . . . , n − 1,
0, diaforetikĹ.

Epomènwc, gia opoiadăpote i kai j sto diĹsthma [1, n − 1], èqoume

P(X = i |X + Y = n) = P(X = j |X + Y = n),

ÿste

P(X = i |X + Y = n) =
1

n − 1
, i = 1, . . . , n − 1.

Prìblhma 44.* àstw X kai Y dÔo tuqaÐec metablhtèc me dedomènh apì koinoÔ SMP
kai èstw g kai h dÔo sunartăseic twn X kai Y , antÐstoiqa. DeÐxte ìti eĹn oi X kai Y
eÐnai anexĹrthtec, tìte to Ðdio isqÔei gia tic tuqaÐec metablhtèc g(X) kai h(Y ).

LÔsh. àstw U = g(X) kai V = h(Y ). Tìte èqoume

pU,V (u, v) =
∑

{(x,y) | g(x)=u, h(y)=v}
pX,Y (x, y)

=
∑

{(x,y) | g(x)=u, h(y)=v}
pX(x)pY (y)

=
∑

{x | g(x)=u}
pX(x)

∑
{y |h(y)=v}

pY (y)

= pU (u)pV (v),

Ĺra oi U kai V eÐnai anexĹrthtec.

Prìblhma 45.* AkraÐec diasporèc. àstw ìti oi X1, . . . , Xn eÐnai anexĹrthtec tuqaÐec
metablhtèc kai èstw X = X1 + · · · + Xn to Ĺjroisma touc.

(a) Upojèste ìti kĹje Xi eÐnai Bernoulli me parĹmetro pi kai ìti oi p1, . . . , pn epilè-
gontai ètsi ÿste h mèsh timă thc X na isoÔtai me èna dedomèno μ > 0. DeÐxte ìti
h diasporĹ thc X megistopoieÐtai eĹn oi pi eÐnai ìlec Ðsec me μ/n.

(b) Upojèste ìti kĹje Xi eÐnai gewmetrikă me parĹmetro pi kai ìti oi p1, . . . , pn epi-
lègontai ètsi ÿste h mèsh timă thc X na isoÔtai me èna dedomèno μ > 0. DeÐxte ìti
h diasporĹ thc X elaqistopoieÐtai eĹn oi pi eÐnai ìlec Ðsec me n/μ. [Parathrăste
ton polÔ diaforetikì qaraktăra twn apotelesmĹtwn (a) kai (b).]

LÔsh. (a) àqoume

var(X) =
n∑

i=1

var(Xi) =
n∑

i=1

pi(1 − pi) = μ −
n∑

i=1

p2
i .
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Ăra h megistopoÐhsh thc diasporĹc eÐnai isodÔnamh me thn elaqistopoÐhsh tou
∑n

i=1 p2
i .

MporeÐ na epalhjeuteÐ (qrhsimopoiÿntac ton periorismì
∑n

i=1 pi = μ) ìti

n∑
i=1

p2
i =

n∑
i=1

(μ/n)2 +
n∑

i=1

(pi − μ/n)2,

Ĺra h
∑n

i=1 p2
i elaqistopoieÐtai ìtan h pi = μ/n gia ìla ta i.

(b) àqoume

μ =
n∑

i=1

E[Xi] =
n∑

i=1

1
pi

,

kai

var(X) =
n∑

i=1

var(Xi) =
n∑

i=1

1 − pi

p2
i

.

An eisĹgoume thn allagă metablhtÿn yi = 1/pi = E[Xi], blèpoume ìti o periorismìc
gÐnetai

n∑
i=1

yi = μ,

kai ìti prèpei na elaqistopoiăsoume to

n∑
i=1

yi(yi − 1) =
n∑

i=1

y2
i − μ,

upì ton periorismì autì. Autì eÐnai to Ðdio me to prìblhma tou mèrouc (a), kai efar-
mìzetai h mèjodoc apìdeixhc pou dÐnetai ekeÐ.

Prìblhma 46.* EntropÐa kai abebaiìthta. Jewrăste mÐa tuqaÐa metablhtă X h
opoÐa mporeÐ na pĹrei n timèc, x1, . . . , xn, me antÐstoiqec pijanìthtec p1, . . . , pn. H
entropÐa thc X orÐzetai wc

H(X) = −
n∑

i=1

pi log pi.

(äloi oi logĹrijmoi sto prìblhma autì jewroÔntai me bĹsh dÔo.) H entropÐa H(X)
parèqei èna mètro thc abebaiìthtac gÔrw apì thn X . Gia na to antilhfjoÔme autì,
parathrăste ìti H(X) ≥ 0 kai ìti h H(X) eÐnai polÔ kontĹ sto 0 ìtan h X eÐnai
“sqedìn prosdiorismènhfl, dhladă paÐrnei mÐa apì tic dunatèc timèc thc me pijanìthta
polÔ kontĹ sto 1 (epeidă èqoume p log p ≈ 0 eĹn eÐte p ≈ 0 eÐte p ≈ 1).

H ènnoia thc entropÐac eÐnai basikă sth jewrÐa thc plhroforÐac, h opoÐa Ĺrqise
me thn perÐfhmh douleiĹ tou C. Shannon kai mporeÐ na brejeÐ se pollĹ exeidikeumèna
biblÐa. Gia parĹdeigma, mporeÐ na apodeiqjeÐ ìti h H(X) eÐnai èna kĹtw ìrio sto
mèso arijmì twn erwtăsewn me apĹnthsh nai-ìqi (ìpwc “eÐnai h X = x1?fl ă “eÐnai
X < x5?fl) pou prèpei na erwthjoÔn gia na prosdioristeÐ h timă thc X . Epiplèon, eĹn
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k eÐnai o mèsoc arijmìc erwtăsewn pou qreiĹzontai gia na prosdioristeÐ h timă mÐac
akoloujÐac anexĹrthtwn Ðdiac katanomăc tuqaÐwn metablhtÿn X1, X2, . . . , Xn, tìte, me
mÐa katĹllhlh strathgikă to k/n mporeÐ na eÐnai ìso kontĹ sthn H(X) epijumoÔme,
ìtan to n eÐnai megĹlo.

(a) DeÐxte ìti eĹn q1, . . . , qn eÐnai mh arnhtikoÐ arijmoÐ tètoioi ÿste
∑n

i=1 qi = 1, tìte

H(X) ≤ −
n∑

i=1

pi log qi,

me isìthta eĹn kai mìno eĹn pi = qi gia ìla ta i. San eidikă perÐptwsh, deÐxte
ìti H(X) ≤ log n, me isìthta eĹn kai mìno eĹn pi = 1/n gia ìla ta i. Upìdeixh:
Qrhsimopoiăste thn anisìthta ln α ≤ α− 1, gia α > 0, h opoÐa isqÔei me isìthta
eĹn kai mìno eĹn α = 1.

(b) àstw X kai Y tuqaÐec metablhtèc oi opoÐec paÐrnoun ènan peperasmèno plăjoc
timÿn kai èqoun apì koinoÔ SMP pX,Y (x, y). OrÐste thn

I(X, Y ) =
∑

x

∑
y

pX,Y (x, y) log
(

pX,Y (x, y)
pX(x)pY (y)

)
.

DeÐxte ìti I(X, Y ) ≥ 0 kai ìti I(X, Y ) = 0 eĹn kai mìno eĹn oi X kai Y eÐnai
anexĹrthtec.

(g) DeÐxte ìti
I(X, Y ) = H(X) + H(Y ) − H(X, Y ),

ìpou
H(X, Y ) = −

∑
x

∑
y

pX,Y (x, y) log pX,Y (x, y),

H(X) = −
∑

x

pX(x) log pX(x), H(Y ) = −
∑

y

pY (y) log pY (y).

(d) DeÐxte ìti
I(X, Y ) = H(X) − H(X |Y ),

ìpou
H(X |Y ) = −

∑
y

pY (y)
∑

x

pX|Y (x | y) log pX|Y (x | y).

[Parathrăste ìti h H(X |Y ) mporeÐ na jewrhjeÐ wc h desmeumènh entropÐa thc X
dedomènhc thc Y , dhladă, h entropÐa thc desmeumènhc katanomăc thc X , dedomènou
ìti Y = y, kai paÐrnontac to mèso ìro gia ìlec tic dunatèc timèc y. Ăra, h
posìthta I(X, Y ) = H(X) − H(X |Y ) eÐnai Ðsh me thn elĹttwsh thc entropÐac
(abebaiìthtac) thc X , ìtan h Y gÐnetai gnwstă. Epomènwc mporeÐ na ermhneuteÐ
wc h plhroforÐa gia thn X pou perièqetai sthn Y kai onomĹzetai h amfÐdromh
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plhroforÐa twn X kai Y .]

LÔsh. (a) Ja qrhsimopoiăsoume thn anisìthta ln α ≤ α − 1. (Gia na epalhjeÔsoume
aută thn anisìthta, grĹfoume ln α =

∫ α

1
β−1 dβ <

∫ α

1
dβ = α − 1 gia α > 1 kai

grĹfoume ln α = − ∫ 1

α
β−1 dβ < − ∫ 1

α
dβ = α − 1 gia 0 < α < 1.)

àqoume

−
n∑

i=1

pi ln pi +
n∑

i=1

pi ln qi =
n∑

i=1

pi ln
(

qi

pi

)
≤

n∑
i=1

pi

(
qi

pi
− 1

)
= 0,

me isìthta eĹn kai mìno eĹn pi = qi gia ìla ta i. Efìson ln p = log p ln 2, paÐrnoume
thn epijumhtă sqèsh H(X) ≤ −∑n

i=1 pi log qi. H anisìthta H(X) ≤ log n prokÔptei
jètontac qi = 1/n gia ìla ta i.

(b) Oi arijmoÐ pX(x)pY (y) ikanopoioÔn th sqèsh
∑

x

∑
y pX(x)pY (y) = 1, Ĺra apì to

mèroc (a), èqoume∑
x

∑
y

pX,Y (x, y) log
(
pX,Y (x, y)

) ≥ ∑
x

∑
y

pX,Y (x, y) log
(
pX(x)pY (y)

)
,

me isìthta eĹn kai mìno eĹn

pX,Y (x, y) = pX(x)pY (y), gia kĹje x kai y,

to opoÐo eÐnai isodÔnamo me thn anexarthsÐa twn X kai Y .

(g) àqoume

I(X, Y ) =
∑

x

∑
y

pX,Y (x, y) log pX,Y (x, y) −
∑

x

∑
y

pX,Y (x, y) log
(
pX(x)pY (y)

)
,

kai ∑
x

∑
y

pX,Y (x, y) log pX,Y (x, y) = −H(X, Y ),

−
∑

x

∑
y

pX,Y (x, y) log
(
pX(x)pY (y)

)
= −

∑
x

∑
y

pX,Y (x, y) log pX(x)

−
∑

x

∑
y

pX,Y (x, y) log pY (y)

= −
∑

x

pX(x) log pX(x) −
∑

y

pY (y) log pY (y)

= H(X) + H(Y ).

An sunduĹsoume tic parapĹnw treic sqèseic paÐrnoume I(X, Y ) = H(X) + H(Y ) −
H(X, Y ).
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(d) Apì ton upologismì tou mèrouc (g), èqoume

I(X, Y ) =
∑

x

∑
y

pX,Y (x, y) log pX,Y (x, y) −
∑

x

pX(x) log pX(x)

−
∑

x

∑
y

pX,Y (x, y) log pY (y)

= H(X) +
∑

x

∑
y

pX,Y (x, y) log
(

pX,Y (x, y)
pY (y)

)

= H(X) +
∑

x

∑
y

pY (y)pX|Y (x | y) log pX|Y (x | y)

= H(X) − H(X |Y ).
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