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H “pijanìthtafl eÐnai mÐa polÔ qrăsimh ènnoia, pou mporeÐ na ermhneuteÐ me

diafìrouc trìpouc. Ac doÔme to exăc parĹdeigma.

Asjenăc eisĹgetai se èna nosokomeÐo kai tou qorhgeÐtai èna fĹrmako pou

sÿzei zwèc. Ac parakoloujăsoume tÿra to diĹlogo anĹmesa se èna Ĺmesa

endiaferìmeno suggenă tou asjenoÔc kai mÐa nosokìma.

SUGGENHS: Adelfă, poia eÐnai h pijanìthta na drĹsei to fĹrmako?

NOSOKOMA: ElpÐzw ìti ja energăsei. Ja xèrw aÔrio.

SUGGENHS: Nai, allĹ pìsec eÐnai oi pijanìthtec na energăsei?

NOSOKOMA: KĹje perÐptwsh eÐnai diaforetikă, qreiĹzetai na perimènoume.

SUGGENHS: Stouc ekatì asjeneÐc oi opoÐoi noshleÔontai kĹtw apì parìmoiec

sunjăkec, pìsec forèc perimènoume na energăsei?

NOSOKOMA (lÐgo enoqlhmènh): Sac eÐpa, kĹje Ĺtomo eÐnai diaforetikì, gia

kĹpoio douleÔei, gia kĹpoio de douleÔei.

SUGGENHS (epimènontac): Tìte peÐte mou, an eÐqate na problèyete, an ja

doulèyei ă ìqi, ti ja uposthrÐzate?

NOSOKOMA (qamogelÿntac proc stigmă): Ja proèblepa ìti ja doulèyei.

SUGGENHS (anakoufismènoc proc stigmă): EntĹxei, tÿra ja ăsastan prì-

jumh na qĹsete dÔo eurÿ eĹn den doulèyei kai na kerdÐsete èna eurÿ eĹn

doulèyei?

NOSOKOMA (qĹnontac thn upomonă thc): Ti Ĺrrwsth skèyh! Me kajuste-

reÐte!

Sth suzăthsh aută, o suggenăc prospajeÐ na qrhsimopoiăsei thn ènnoia

thc pijanìthtac gia na suzhtăsei mÐa abèbaih katĹstash. H arqikă antÐdrash

thc nosokìmac, deÐqnei ìti den summerÐzontai kai oi dÔo ă den gÐnetai omoiìmor-

fa antilhptă, h shmasÐa thc “pijanìthtac” kai o suggenăc prospajeÐ na thn

xekajarÐsei. H prÿth prospĹjeia eÐnai na orÐsei thn pijanìthta sqetikĹ me th

suqnìthta tou sumbĹntoc, san èna posostì epituqiÿn se èna sqetikĹ megĹlo

arijmì parìmoiwn katastĹsewn. MÐa tètoia ermhneÐa, eÐnai suqnĹ fusikă. Gia

parĹdeigma, ìtan lème ìti èna nìmisma èrqetai grĹmmata “me pijanìthta 50%,fl

sunăjwc ennooÔme “perÐpou tic misèc forèc.fl AllĹ kai h nosokìma mporeÐ na

mhn kĹnei entelÿc lĹjoc, ìtan arneÐtai na suzhtăsei me tètoiouc ìrouc. Ti ja

ginìtan eĹn autì ătan èna peiramatikì fĹrmako kai qorhgoÔntan gia prÿth

forĹ sto sugkekrimèno nosokomeÐo ă katĹ thn empeirÐa thc nosokìmac?

Enÿ upĹrqoun pollèc katastĹseic, gia tic opoÐec ă ermhneÐa thc sqetikăc

suqnìthtac eÐnai katĹllhlh, upĹrqoun Ĺllec gia tic opoÐec den eÐnai. Jewrăste,

gia parĹdeigma, ènan epistămona pou uposthrÐzei ìti h IliĹda kai h OdÔsseia

èqoun dhmiourghjeÐ apì to Ðdio prìswpo me pijanìthta 90%. MÐa tètoia ektÐ-
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mhsh mac dÐnei kĹpoia plhroforÐa, allĹ ìqi sqetikĹ me suqnìthtec epeidă to

antikeÐmeno eÐnai èna gegonìc pou sunèbh mÐa kai mình forĹ. KĹpoioc ja mpo-

roÔse na uposthrÐxei ìti oi upokeimenikèc pepoijăseic den èqoun endiafèron,

toulĹqiston apì majhmatikăc ă episthmonikăc Ĺpoyhc. Wstìso, ta Ĺtoma prèpei

suqnĹ na apofasÐzoun en mèsw abebaiìthtac kai oi pepoijăseic touc mporoÔ-

n na apotelèsoun mÐa susthmatikă bĹsh gia epituqeÐc ă toulĹqiston sunepeÐc

apofĹseic.

MĹlista, oi epilogèc kai oi prĹxeic enìc logikoÔ atìmou, mporeÐ na apo-

kalÔyoun pollĹ gia tic upokeimenikèc pepoijăseic touc, akìmh kai an den ek-

frĹzontai me th glÿssa twn pijanotătwn. PrĹgmati, to teleutaÐo mèroc tou

prohgoÔmenou dialìgou apotèlese mÐa prospĹjeia na sumperĹnoume, me èmme-

so trìpo, ti pisteÔei h nosokìma. EĹn aută ătan ètoimh na apodeqjeÐ to èna-

proc-èna stoÐqhma ìti to fĹrmako ja doÔleue, ja mporoÔsame na sumperĹnoume

ìti ektimĹ thn pijanìthta epituqÐac se toulĹqiston 50%. Kai an h nosokìma

deqìtan to stoÐqhma pou thc protĹjhke (dÔo-proc-èna), autì ja èdeiqne mÐa

pijanìthta epituqÐac toulĹqiston 2/3.

AntÐ na filosofoÔme epÐ makrìn gia thn katallhlìthta thc logikăc twn

pijanotătwn, ja jewroÔme wc dedomèno ìti h jewrÐa twn pijanotătwn eÐnai qră-

simh se pollĹ plaÐsia, sumperilambanomènwn kai merikÿn ìpou oi upotijèmenec

pijanìthtec antanakloÔn mìno upokeimenikèc pepoijăseic. UpĹrqoun pollèc e-

pituqeÐc efarmogèc sthn epistămh, mhqanikă, iatrikă, dioÐkhsh epiqeirăsewn,

ktl., kai me bĹsh aută thn empeirÐa, h jewrÐa twn pijanotătwn eÐnai exairetikĹ

qrăsimh.

To kurÐwc antikeÐmeno sto biblÐo autì eÐnai h teqnikă tou na perigrĹfoume

thn abebaiìthta kĹnontac qrăsh montèlwn pijanotătwn. To prÿto băma, pou

eÐnai to antikeÐmeno tou kefalaÐou autoÔ, eÐnai h perigrafă twn genikÿn domÿn

kai basikÿn majhmatikÿn idiotătwn touc. Ta montèla pou jewroÔme, kajorÐzoun

pijanìthtec sullogÿn (sunìlwn) dunatÿn apotelesmĹtwn. Gia to lìgo autì

arqÐzoume me mÐa sÔntomh episkìphsh thc jewrÐac sunìlwn.

1.1 SUNOLA

H jewrÐa pijanotătwn kĹnei ektetamènh qrăsh sunìlwn kai majhmatikÿn prĹ-

xewn metaxÔ sunìlwn, epomènwc kat’ arqĹc ja eisĹgoume th sqetikă orologÐa

kai sumbolismoÔc.

àna sÔnolo eÐnai mÐa sullogă antikeimènwn, ta opoÐa eÐnai stoiqeÐa tou

sunìlou. EĹn S eÐnai èna sÔnolo kai x eÐnai èna stoiqeÐo tou S, grĹfoume

x ∈ S. EĹn to x den eÐnai stoiqeÐo tou S, grĹfoume x /∈ S. àna sÔnolo mporeÐ

na mhn èqei stoiqeÐa kai sthn perÐptwsh aută to apokaloÔme kenì sÔnolo kai
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to sumbolÐzoume me ∅.

Ta sÔnola mporoÔn na prosdioristoÔn me diĹforouc trìpouc. EĹn to S pe-

rièqei èna peperasmèno plăjoc stoiqeÐwn, ac poÔme x1, x2, . . . , xn, ta grĹfoume

wc mÐa lÐsta stoiqeÐwn, anĹmesa se agkÔlec:

S = {x1, x2, . . . , xn}.

Gia parĹdeigma, to sÔnolo twn dunatÿn apotelesmĹtwn thc rÐyhc enìc zarioÔ

eÐnai {1, 2, 3, 4, 5, 6}, kai to sÔnolo twn dunatÿn apotelesmĹtwn thc rÐyhc enìc

nomÐsmatoc eÐnai {K,Γ}, ìpou K shmaÐnei “korÿnafl kai G shmaÐnei “grĹmma-

tafl.

EĹn to S perièqei èna Ĺpeiro plăjoc stoiqeÐwn x1, x2, . . ., ta opoÐa mporoÔn

na aparijmhjoÔn se mÐa lÐsta (ètsi ÿste na upĹrqoun tìsa stoiqeÐa ìsa kai oi

jetikoÐ akèraioi) grĹfoume

S = {x1, x2, . . .},

kai lème ìti to S eÐnai arijmăsima Ĺpeiro. Gia parĹdeigma, to sÔnolo twn

Ĺrtiwn arijmÿn mporeÐ na grafeÐ wc {0, 2,−2, 4,−4, . . .} kai eÐnai arijmăsima

Ĺpeiro.

EnallaktikĹ, mporoÔme na jewrăsoume to sÔnolo ìlwn twn timÿn tou x
oi opoÐec èqoun mÐa sugkekrimènh idiìthta P kai na to grĹyoume wc

{x |x ikanopoieÐ thn P}.

(To sÔmbolo “ |” diabĹzetai “ètsi ÿstefl). Gia parĹdeigma, to sÔnolo twn Ĺrtiwn

arijmÿn grĹfetai wc {k | k/2 eÐnai akèraioc}. ParomoÐwc, to sÔnolo ìlwn twn

pragmatikÿn arijmÿn x sto diĹsthma [0, 1] mporeÐ na grafeÐ wc {x | 0 ≤ x ≤ 1}.

Parathrăste ìti ta stoiqeÐa x tou teleutaÐou sunìlou paÐrnoun èna suneqèc

pedÐo timÿn kai den mporoÔn na katagrafoÔn se mÐa lÐsta (mÐa apìdeixh dÐnetai

sta problămata sto tèloc tou kefalaÐou)! àna tètoio sÔnolo onomĹzetai mh

arijmăsimo.

EĹn kĹje stoiqeÐo enìc sunìlou S eÐnai epÐshc stoiqeÐo enìc sunìlou T ,

lème ìti to S eÐnai uposÔnolo tou T kai to grĹfoume wc S ⊂ T ă T ⊃ S.

EĹn S ⊂ T kai T ⊂ S, ta dÔo sÔnola eÐnai Ðsa kai grĹfoume S = T . EpÐshc,

eÐnai qrăsimo na eisĹgoume to kajolikì sÔnolo, to opoÐo sumbolÐzetai me Ω kai

perièqei ìla ta antikeÐmena ta opoÐa èqoun endiafèron se sugkekrimèno perie-

qìmeno. AfoÔ prosdiorÐsoume to kajolikì sÔnolo Ω, jewroÔme mìno sÔnola

S ta opoÐa eÐnai uposÔnola tou Ω.
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PrĹxeic me SÔnola

Dedomènou tou kajolikoÔ sunìlou Ω, to sumplhrwmatikì enìc sunìlou S eÐnai

to sÔnolo {x ∈ Ω |x /∈ S} ìlwn twn stoiqeÐwn tou Ω ta opoÐa den anăkoun sto

S kai sumbolÐzetai me Sc. Parathrăste ìti Ωc = ∅.
H ènwsh dÔo sunìlwn S kai T eÐnai to sÔnolo ìlwn twn stoiqeÐwn

ta opoÐa anăkoun sto S ă sto T (ă kai sta dÔo) kai dhlÿnetai wc S ∪ T . H

tomă dÔo sunìlwn S kai T eÐnai to sÔnolo twn stoiqeÐwn pou anăkoun kai sta

dÔo sÔnola mazÐ, S kai T , kai dhlÿnetai wc S ∩ T . Epomènwc,

S ∪ T = {x |x ∈ S ă x ∈ T},

kai

S ∩ T = {x |x ∈ S kai x ∈ T}.

Se merikèc periptÿseic, ja jewrăsoume thn ènwsh ă thn tomă merikÿn kai akìma

apeÐrwc pollÿn sunìlwn. Gia parĹdeigma, eĹn gia kĹje akèraio jetikì arijmì

n, mac dÐnetai to sÔnolo Sn, qrhsimopoiăsoume touc sumbolismoÔc

∞⋃

n=1

Sn = S1 ∪ S2 ∪ · · · = {x |x ∈ Sn gia kĹpoio n},

kai
∞⋂

n=1

Sn = S1 ∩ S2 ∩ · · · = {x |x ∈ Sn gia ìla ta n}.

DÔo sÔnola lègontai xèna metaxÔ touc eĹn h tomă touc eÐnai to kenì sÔnolo.

Pio genikĹ, merikĹ sÔnola lègontai ìti eÐnai xèna metaxÔ touc eĹn opoiadăpote

dÔo apì autĹ den èqoun koinì stoiqeÐo. MÐa sullogă apì sÔnola lègetai ìti

eÐnai mÐa diamèrish enìc sunìlou S eĹn ta sÔnola eÐnai xèna metaxÔ touc kai

h ènwsă touc eÐnai to S.

EĹn x kai y eÐnai dÔo antikeÐmena, qrhsimopoioÔme to (x, y) gia na dhlÿ-

soume to diatetagmèno zeÔgoc twn x kai y. To sÔnolo twn bajmwtÿn (pragma-

tikÿn arijmÿn) dhlÿnetai me ℜ. To sÔnolo twn zeugÿn (ă triĹdwn) bajmwtÿn,

dhladă, to didiĹstato epÐpedo (ă o trisdiĹstatoc qÿroc, antÐstoiqa) dhlÿnetai

me ℜ2 (ă ℜ3, antÐstoiqa).

SÔnola kai oi sqetikèc prĹxeic metaxÔ touc mporoÔn na apeikonistoÔn me

ta diagrĹmmata Venn, blèpe Sq. 1.1.



6 Deigmatikìc Qÿroc kai Pijanìthta Kef. 1

S

T

Ù

T

Ù Ù

S S

T

( )á ( )â

S

T

Ù

( )ã

S

T

Ù

(ä) ( )å

U S

T
Ù

U

( )óô

Sqăma 1.1: ParadeÐgmata diagrammĹtwn Venn. (a) H skiasmènh perioqă eÐnai S ∩ T .

(b) H skiasmènh perioqă eÐnai S ∪ T . (g) H skiasmènh perioqă eÐnai S ∩ T c
. (d) Edÿ,

T ⊂ S. H skiasmènh perioqă eÐnai to sumplărwma tou S. (e) Ta sÔnola S, T kai U
eÐnai xèna metaxÔ touc. (st) Ta sÔnola S, T kai U dhmiourgoÔn mÐa diamèrish tou

sunìlou Ω.

Ălgebra Sunìlwn

Oi prĹxeic me sÔnola èqoun arketèc idiìthtec pou eÐnai stoiqeiÿdhc sunèpeiec

twn orismÿn touc. MerikĹ paradeÐgmata eÐnai:

S ∪ T = T ∪ S, S ∪ (T ∪ U) = (S ∪ T ) ∪ U,
S ∩ (T ∪ U) = (S ∩ T ) ∪ (S ∩ U), S ∪ (T ∩ U) = (S ∪ T ) ∩ (S ∪ U),

(Sc)c = S, S ∩ Sc = ∅,
S ∪ Ω = Ω, S ∩ Ω = S.

DÔo idiaÐtera qrăsimec idiìthtec eÐnai oi nìmoi tou De Morgan:

(
⋃

n

Sn

)c

=
⋂

n

Sc
n,

(
⋂

n

Sn

)c

=
⋃

n

Sc
n.

Gia na apodeÐxoume ton prÿto nìmo, jewrăste ìti x ∈ (∪nSn)c. Tìte, x /∈
∪nSn, to opoÐo sunepĹgetai ìti gia kĹje n, èqoume x /∈ Sn. Epomènwc, x ∈ Sc

n

gia kĹje n kai x ∈ ∩nSc
n. Autì apodeiknÔei ìti (∪nSn)c ⊂ ∩nSc

n. H antÐstrofh

prìtash apodeiknÔetai antistrèfontac to parapĹnw epiqeÐrhma, kai èpetai o

prÿtoc nìmoc. To epiqeÐrhma gia to deÔtero nìmo eÐnai parìmoio.



Par. 1.2. Montèla Pijanotătwn 7

1.2 MONTELA PIJANOTHTWN

àna montèlo pijanìthtac eÐnai mÐa majhmatikă perigrafă mÐac abèbaihc katĹ-

stashc. Prèpei na eÐnai sÔmfwno me èna jemeliÿdec plaÐsio to opoÐo suzhtĹme

sthn parĹgrafo aută. Ta dÔo kÔria sustatikĹ tou, katagrĹfontai parakĹtw

kai anaparistĹnontai sto Sq. 1.2.

StoiqeÐa enìc Montèlou Pijanìthtac

• O deigmatikìc qÿroc Ω, o opoÐoc eÐnai to sÔnolo ìlwn twn dunatÿn

apotelesmĹtwn enìc peirĹmatoc.

• O nìmoc pijanìthtac, o opoÐoc anajètei se èna sÔnolo A dunatÿn

apotelesmĹtwn (to opoÐo epÐshc onomĹzetai gegonìc) èna mh arnh-

tikì arijmì P(A) (o opoÐoc onomĹzetai h pijanìthta tou A) kai o

opoÐoc kwdikopoieÐ th gnÿsh mac ă ta pisteÔw mac gia th sullogikă

“pijanofĹneia” twn stoiqeÐwn tou A. O nìmoc pijanìthtac prèpei na

plhroÐ orismènec sunjăkec tic opoÐec ja eisĹgoume sÔntoma.

Ðåßñáìá

Ãåãïíüò BÃåãïíüò

ÃåãïíüòA

Äåéãìáôéêüò ÷þñïò
(Óýíïëï äõíáôþí áðïôåëåóìÜôùí)

Ãåãïíüôá

Íüìïò
Ðéèáíüôçôáò

A

A

B

B

Sqăma 1.2: Ta kÔria sustatikĹ enìc montèlou pijanìthtac.

DeigmatikoÐ Qÿroi kai Gegonìta

KĹje montèlo pijanìthtac anafèretai se mÐa diadikasÐa onomazìmenh peÐrama,

pou parĹgei akribÿc èna apì merikĹ dunatĹ apotelèsmata. To sÔnolo ìlwn

twn dunatÿn apotelesmĹtwn onomĹzetai deigmatikìc qÿroc tou peirĹmatoc kai

sumbolÐzetai me Ω. àna uposÔnolo tou deigmatikoÔ qÿrou, dhladă, mÐa sul-
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logă dunatÿn apotelesmĹtwn, onomĹzetai gegonìc ă endeqìmeno.† Den upĹrqei

periorismìc sto ti apoteleÐ èna peÐrama. Gia parĹdeigma, ja mporoÔse na eÐ-

nai h rÐyh enìc nomÐsmatoc eÐte triÿn nomismĹtwn eÐte mÐa Ĺpeirh akoloujÐa

rÐyewn. Wstìso, eÐnai shmantikì na shmeiwjeÐ ìti sth diamìrfwsh enìc montè-

lou pijanìthtac, upĹrqei mìno èna peÐrama. Ăra, treic rÐyeic enìc nomÐsmatoc,

apoteloÔn èna peÐrama kai ìqi trÐa peirĹmata.

O deigmatikìc qÿroc enìc peirĹmatoc mporeÐ na apoteleÐtai apì èna pepera-

smèno ă èna Ĺpeiro plăjoc dunatÿn apotelesmĹtwn. Peperasmènoi deigmatikoÐ

qÿroi eÐnai apì majhmatikăc kai ennoiologikăc Ĺpoyhc, pio aploÐ. Wstìso, oi

deigmatikoÐ qÿroi me Ĺpeiro plăjoc stoiqeÐwn eÐnai arketĹ koinoÐ. Gia parĹdei-

gma, jewrăste san peÐrama th bolă enìc bèlouc pĹnw se èna tetragwnikì stìqo

kai san apotèlesma to shmeÐo thc bolăc.

Epilogă enìc KatĹllhlou DeigmatikoÔ Qÿrou

Ta diĹfora stoiqeÐa enìc deigmatikoÔ qÿrou, asqètwc me to plăjoc touc, prèpei

na eÐnai diaforetikĹ kai amoibaÐa apokleiìmena, ètsi ÿste ìtan èna peÐrama

ekteleÐtai na upĹrqei èna monadikì apotèlesma. Gia parĹdeigma, o deigmatikìc

qÿroc o opoÐoc sundèetai me th rÐyh enìc zarioÔ den mporeÐ na perièqei “1 ă

3fl wc dunatì apotèlesma kai epÐshc “1 ă 4fl wc èna Ĺllo dunatì apotèlesma,

epeidă den ja proèkupte èna monadikì apotèlesma ìtan h rÐyh eÐnai 1.

MÐa fusikă katĹstash mporeÐ na montelopoihjeÐ me diĹforouc trìpouc

kai autì exartĹtai apì to eÐdoc twn erwtăsewn pou mac endiafèroun. GenikĹ,

o deigmatikìc qÿroc pou epilègetai gia èna montèlo pijanìthtac prèpei na eÐnai

sullogikĹ exantlhtikìc, upì thn ènnoia ìti otidăpote sumbaÐnei sto peÐra-

ma, dÐnei pĹnta èna apotèlesma pou èqei sumperilhfjeÐ sto deigmatikì qÿro.

Epiplèon, o deigmatikìc qÿroc ja prèpei na eÐnai arketĹ leptomerăc gia na dia-

krÐnontai metaxÔ touc ta apotelèsmata pou mac endiafèroun, enÿ prèpei na

apofeÔgontai leptomèreiec Ĺneu shmasÐac.

ParĹdeigma 1.1. Jewrăste dÔo enallaktikĹ paiqnÐdia (kai ta dÔo perièqoun dèka

diadoqikèc rÐyeic enìc nomÐsmatoc).:

PaiqnÐdi 1:PaÐrnoume 1 eurÿ kĹje forĹ pou emfanÐzetai korÿna.

†
Opoiadăpote sullogă apì dunatĹ apotelèsmata, sumperilambanomènou kai olìklhrou tou deigmatikoÔ

qÿrou Ω kai tou sumplhrwmatikoÔ tou, to kenì sÔnolo ∅, mporeÐ na jewrhjeÐ san gegonìc. Wstìso, se èna

austhrĹ majhmatikì plaÐsio, kĹpoia sÔnola prèpei na apokleistoÔn. Pio sugkekrimèna, ìtan èqoume na

kĹnoume me montèla pijanotătwn pou èqoun èna mh arijmăsima Ĺpeiro deigmatikì qÿro, upĹrqoun kĹpoia

asunăjh uposÔnola sta opoÐa den mporoÔme na anajèsoume pijanìthtec. Autì eÐnai èna leptì teqnikì jèma

pou aforĹ sta majhmatikĹ thc jewrÐac mètrou. Eutuqÿc, tètoia pajologikĹ uposÔnola den prokÔptoun se

problămata pou ja jewrăsoume sto biblÐo autì kai to jèma mporeÐ na agnohjeÐ ek tou asfaloÔc.
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PaiqnÐdi 2:PaÐrnoume 1 eurÿ gia kĹje rÐyh tou nomÐsmatoc, mèqri kai thn prÿth rÐyh

pou emfanÐzetai korÿna. Tìte, paÐrnoume 2 eurÿ gia kĹje rÐyh tou nomÐsmatoc, mèqri

th deÔterh forĹ pou ja emfanisteÐ korÿna. Pio genikĹ, to posì twn eurÿ anĹ rÐyh

diplasiĹzetai kĹje forĹ pou emfanÐzetai korÿna.

Sto montèlo pijanìthtac gia to paiqnÐdi 1, mporoÔme na ergastoÔme me èna

deigmatikì qÿro pou apoteleÐtai apì 11 dunatĹ apotelèsmata, dhladă, 0, 1, . . . ,
10. Sto paiqnÐdi 2, mÐa leptomerăc perigrafă tou problămatoc eÐnai anagkaÐa

kai prèpei na èqoume èna deigmatikì qÿro pou apoteleÐtai apì kĹje dunată

(măkouc 10), akoloujÐa korwnÿn kai grammĹtwn.

AkoloujiakĹ Montèla

PollĹ peirĹmata èqoun akoloujiakì qaraktăra, ìpwc gia parĹdeigma h rÐyh

enìc nomÐsmatoc treic forèc, h paratărhsh twn timÿn mÐac metoqăc gia pènte

suneqìmenec mèrec, kai h lăyh oktÿ suneqÿn yhfÐwn se èna dèkth epikoinwnÐac.

Tìte, perigrĹfoume to peÐrama kai ton antÐstoiqo deigmatikì qÿro mèsw mÐac

akoloujiakăc perigrafăc thc morfăc dèndrou, ìpwc sto Sq. 1.3.

1

1 2

2

3

3

4

4

ÁêïëïõèéáêÞ ðåñéãñáöÞ

ìÝóù äÝíäñïõ

Äåéãìáôéêüò ÷þñïò

ãéá Ýíá æåýãïò ñßøåùí

1ç ñßøç

2ç ñßøç

1,1

1,2
1,3

1,4

1

2

3

4

Ñßæá

Öýëëá

Sqăma 1.3: DÔo isodÔnamec perigrafèc tou deigmatikoÔ qÿrou enìc peirĹmatoc pou pe-

rilambĹnei dÔo rÐyeic enìc 4-edrou zarioÔ. Ta dunatĹ apotelèsmata eÐnai ìla ta diate-

tagmèna zeÔgh thc morfăc (i, j), ìpou i eÐnai to apotèlesma thc prÿthc rÐyhc kai j to

apotèlesma thc deÔterhc. Ta apotelèsmata autĹ mporoÔn na diataqtoÔn se èna didiĹsta-

to plègma ìpwc sthn eikìna sta aristerĹ, ă mporoÔn na perigrafoÔn mèsw enìc dèndrou

ìpwc sta dexiĹ, prĹgma pou antanaklĹ ton akoloujiakì qaraktăra tou peirĹmatoc. Edÿ,

kĹje dunatì apotèlesma antistoiqeÐ se èna fÔllo tou dèndrou. H skiasmènh perioqă sta

aristerĹ deÐqnei to gegonìc {(1, 4), (2, 4), (3, 4), (4, 4)} ìti to apotèlesma thc deÔ-

terhc rÐyhc eÐnai 4. Autì to Ðdio gegonìc mporeÐ na perigrafeÐ apì èna sÔnolo fÔllwn

ìpwc faÐnetai sta dexiĹ. Shmeiÿste ìti kĹje kìmboc tou dèndrou mporeÐ na tautisteÐ me

èna gegonìc,: to sÔnolo ìlwn twn fÔllwn pou akoloujoÔn ton kìmbo. Gia parĹdeigma,

o kìmboc 1 mporeÐ na tautisteÐ me to gegonìc {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4)} dhladă, to

gegonìc ìti to apotèlesma thc prÿthc rÐyhc eÐnai 1.
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Nìmoi Pijanotătwn

Ac upojèsoume ìti èqoume katalăxei sto deigmatikì qÿro Ω o opoÐoc sqetÐzetai

me èna peÐrama. Tìte, gia na oloklhrÿsoume to montèlo pijanìthtac, prèpei

na eisĹgoume èna nìmo pijanìthtac. Autìc prosdiorÐzei thn “pijanofĹneia” o-

poioudăpote apotelèsmatoc, ă opoioudăpote sunìlou dunatÿn apotelesmĹtwn

(ă gegonìtoc, ìpwc to apokalèsame nwrÐtera). Pio sugkekrimèna, o nìmoc pi-

janìthtac anajètei se kĹje gegonìc A, ènan arijmì P(A), o opoÐoc onomĹzetai

pijanìthta tou A kai ikanopoieÐ ta parakĹtw axiÿmata.

Ta Axiÿmata twn Pijanotătwn

1. (Mh arnhtikìthta) P(A) ≥ 0, gia kĹje gegonìc A.

2. (Prosjetikìthta) EĹn A kai B eÐnai dÔo xèna metaxÔ touc gegonìta,

tìte h pijanìthta thc ènwshc touc ikanopoieÐ

P(A ∪ B) = P(A) + P(B).

Genikìtera, eĹn o deigmatikìc qÿroc, èqei èna Ĺpeiro plăjoc stoiqeÐwn

kai A1, A2, . . . eÐnai mÐa akoloujÐa apì xèna metaxÔ touc gegonìta,

tìte h pijanìthta thc ènwshc ikanopoieÐ

P(A1 ∪ A2 ∪ · · ·) = P(A1) + P(A2) + · · · .

3. (KanonikopoÐhsh) H pijanìthta olìklhrou tou deigmatikoÔ qÿrou Ω
eÐnai Ðsh me 1, dhladă P(Ω) = 1.

Gia na anaparastăsoume to nìmo pijanìthtac, jewrăste mÐa monĹda mĹzac

h opoÐa “aplÿnetaifl pĹnw sto deigmatikì qÿro. Tìte, h P(A) eÐnai aplĹ h suno-

likă mĹza h opoÐa anatèjhke sullogikĹ sta stoiqeÐa tou A. Qrhsimopoiÿntac

aută thn analogÐa, to axÐwma thc prosjetikìthtac gÐnetai arketĹ diaisjhtikì: h

sunolikă mĹza mÐac akoloujÐac gegonìtwn xènwn metaxÔ touc, eÐnai to Ĺjroisma

twn atomikÿn touc mazÿn.

MÐa pio sugkekrimènh ermhneÐa pijanìthtac aforĹ stic sqetikèc suqnì-

thtec: mÐa dălwsh ìpwc P(A) = 2/3 suqnĹ anaparistĹ mÐa pepoÐjhsh ìti to

gegonìc A ja sumbeÐ sta dÔo trÐta enìc megĹlou arijmoÔ epanalăyewn tou

peirĹmatoc. Tètoia ermhneÐa, an kai ìqi pĹnta katĹllhlh, mporeÐ pollèc forèc

na dieukolÔnei thn diaisjhtikă mac antÐlhyh. Ja thn xanaepiskeftoÔme sto

kefĹlaio 7, se sqèsh me oriakĹ jewrămata.

UpĹrqoun pollèc fusikèc idiìthtec enìc nìmou pijanìthtac, oi opoÐec den
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èqoun sumperilhfjeÐ sta parapĹnw axiÿmata, gia ton aplì lìgo ìti mporoÔn

na apodeiqjoÔn. Gia parĹdeigma, shmeiÿste ìti apì ta axiÿmata thc prosjeti-

kìthtac kai thc kanonikopoÐhshc sunepĹgetai ìti

1 = P(Ω) = P(Ω ∪ ∅) = P(Ω) + P(∅) = 1 + P(∅),

kai autì deÐqnei ìti h pijanìthta tou kenoÔ gegonìtoc eÐnai 0:

P(∅) = 0.

San èna Ĺllo parĹdeigma, jewrăste trÐa sÔnola xèna metaxÔ touc A1, A2, kai

A3. Apì to axÐwma thc prosjetikìthtac gia dÔo xèna metaxÔ touc gegonìta,

sunepĹgetai ìti

P(A1 ∪ A2 ∪ A3) = P(A1 ∪ (A2 ∪ A3))

= P(A1) + P(A2 ∪ A3)

= P(A1) + P(A2) + P(A3).

An proqwrăsoume me ton Ðdio trìpo, èqoume ìti h pijanìthta thc ènwshc pe-

perasmènou arijmoÔ gegonìtwn xènwn metaxÔ touc isoÔtai me to Ĺjroisma twn

pijanotătwn twn gegonìtwn autÿn. Sth sunèqeia ja jewrăsoume perissìterec,

tètoiou eÐdouc, idiìthtec.

DiakritĹ Montèla

DeÐqnoume me èna parĹdeigma pÿc ja kataskeuĹsoume èna nìmo pijanìthtac

arqÐzontac apì upojèseic koinăc logikăc sqetikèc me to montèlo.

ParĹdeigma 1.2. Jewrăste èna peÐrama to opoÐo perilambĹnei mÐa rÐyh enìc

nomÐsmatoc. UpĹrqoun dÔo dunatĹ apotelèsmata, korÿna (K) kai grĹmmata (G). O

deigmatikìc qÿroc Ω = {K, Γ} kai ta gegonìta eÐnai

{K, Γ}, {K}, {Γ}, ∅.

EĹn to nìmisma eÐnai amerìlhpto, dhladă, eĹn pisteÔoume ìti korÿna kai grĹmmata

eÐnai “ isopÐjanafl, ja prèpei na anajèsoume Ðsec pijanìthtec sta dÔo dunatĹ apo-

telèsmata kai na prosdiorÐsoume ìti P({K}) = P({Γ}) = 0.5. Apì to axÐwma thc

prosjetikìthtac sunepĹgetai ìti

P
(
{K, Γ}

)
= P

(
{K}

)
+ P
(
{Γ}

)
= 1,

to opoÐo sumfwneÐ me to axÐwma thc kanonikopoÐhshc. Epomènwc, o nìmoc thc pija-

nìthtac dÐnetai apì tic exăc pijanìthtec

P
(
{K, Γ}

)
= 1, P

(
{K}

)
= 0.5, P

(
{Γ}

)
= 0.5, P(∅) = 0,
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kai ikanopoieÐ kai ta trÐa axiÿmata.

Jewrăste èna Ĺllo parĹdeigma to opoÐo aforĹ treic rÐyeic enìc nomÐsmatoc.

To apotèlesma ja eÐnai tÿra h măkouc 3 akoloujÐa apì korÿnec kai grĹmmata. O

deigmatikìc qÿroc eÐnai

Ω = {KKK, KKΓ, KΓK, KΓΓ, ΓKK, ΓKΓ, ΓΓK, ΓΓΓ}.

Upojètoume ìti kĹje dunatì apotèlesma èqei thn Ðdia pijanìthta, Ðsh me 1/8. Ac

kataskeuĹsoume èna nìmo pijanìthtac o opoÐoc ikanopoieÐ kai ta trÐa axiÿmata.

Jewrăste wc èna parĹdeigma to gegonìc

A = {sumbaÐnoun akribÿc 2 korÿnec} = {KKΓ, KΓK, ΓKK}.

An qrhsimopoiăsoume thn prosjetikìthta, h pijanìthta tou A eÐnai to Ĺjroisma

twn pijanotătwn twn stoiqeÐwn tou:

P
(
{KKΓ, KΓK, ΓKK}

)
= P

(
{KKΓ}

)
+ P
(
{KΓK}

)
+ P
(
{ΓKK}

)

=
1

8
+

1

8
+

1

8

=
3

8
.

ParomoÐwc, h pijanìthta opoioudăpote gegonìtoc eÐnai Ðsh me 1/8 epÐ ton arijmì

twn dunatÿn apotelesmĹtwn ta opoÐa perièqontai sto gegonìc. Autì orÐzei èna nìmo

pijanìthtac o opoÐoc ikanopoieÐ ta trÐa axiÿmata.

An qrhsimopoiăsoume to axÐwma thc prosjetikìthtac kai an genikeÔsoume

to skeptikì tou prohgoÔmenou paradeÐgmatoc, ja katalăxoume sto akìloujo

sumpèrasma.

Diakritìc Nìmoc Pijanotătwn

EĹn o deigmatikìc qÿroc apoteleÐtai apì èna peperasmèno plăjoc dunatÿn

apotelesmĹtwn, tìte o nìmoc pijanìthtac prosdiorÐzetai apì tic pijanìth-

tec twn gegonìtwn ta opoÐa apoteloÔntai apì èna monadikì stoiqeÐo. Pio

sugkekrimèna, h pijanìthta kĹje gegonìtoc {s1, s2, . . . , sn} eÐnai to Ĺjroi-

sma twn pijanotătwn twn stoiqeÐwn tou:

P({s1, s2, . . . , sn}) = P(s1) + P(s2) + · · · + P(sn).

Parathrăste ìti edÿ qrhsimopoioÔme ton aploÔstero sumbolismì P(si)
gia na dhlÿsoume thn pijanìthta enìc gegonìtoc {si}, antÐ tou akribèsterou

P({si}). Ja akoloujăsoume th sÔmbash aută sto upìloipo tou biblÐou.
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Sthn eidikă perÐptwsh ìpou oi pijanìthtec P(s1), . . . , P(sn) eÐnai ìlec Ðsec

(anagkastikĹ Ðsec me 1/n, lìgw tou axiÿmatoc thc kanonikopoÐhshc), sumperaÐ-

noume to parakĹtw.

Diakritìc Omoiìmorfoc Nìmoc Pijanotătwn

EĹn o deigmatikìc qÿroc apoteleÐtai apì n dunatĹ apotelèsmata ta opoÐa

èqoun thn Ðdia pijanìthta (dhladă, ìla ta gegonìta ta opoÐa èqoun èna mo-

nadikì stoiqeÐo èqoun thn Ðdia pijanìthta), tìte h pijanìthta opoioudăpote

gegonìtoc A eÐnai

P(A) =
plăjoc stoiqeÐwn tou A

n
.

DÐnoume merikĹ epiplèon paradeÐgmata deigmatikÿn qÿrwn kai nìmou pi-

janìthtac.

ParĹdeigma 1.3. Jewrăste to prìblhma rÐyhc enìc zeÔgouc tetrĹedrwn zariÿn

(bl. Sq. 1.4). Upojètoume ìti ta zĹria eÐnai amerìlhpta kai ermhneÔoume thn u-

pìjesh aută na shmaÐnei ìti kajèna apì ta 16 dunatĹ apotelèsmata [zeÔgh (i, j),
me i, j = 1, 2, 3, 4], èqei thn Ðdia pijanìthta, Ðsh me 1/16. Gia ton upologismì th-

c pijanìthtac enìc gegonìtoc, prèpei na metrăsoume to plăjoc twn stoiqeÐwn tou

gegonìtoc kai na diairèsoume dia 16 (to sunolikì arijmì twn dunatÿn apotelesmĹ-

twn). Parajètoume merikèc pijanìthtec gegonìtwn oi opoÐec upologÐzontai me to

trìpo autì:

P
(
{to Ĺjroisma twn rÐyewn na eÐnai Ĺrtioc}

)
= 8/16 = 1/2,

P
(
{to Ĺjroisma twn rÐyewn na eÐnai perittìc}

)
= 8/16 = 1/2,

P
(
{h prÿth rÐyh na eÐnai Ðsh me th deÔterh}

)
= 4/16 = 1/4,

P
(
{h prÿth rÐyh na eÐnai megalÔterh apì th deÔterh}

)
= 6/16 = 3/8,

P
(
{toulĹqiston mÐa rÐyh na eÐnai Ðsh me 4}

)
= 7/16.



14 Deigmatikìc Qÿroc kai Pijanìthta Kef. 1
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Äåéãìáôéêüò ÷þñïò
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2ç ñßøç

1ç ñßøç

Sqăma 1.4: DiĹfora gegonìta sto peÐrama rÐyhc enìc 4-edrou zarioÔ kai oi pijanìthtec

touc, oi opoÐec upologÐsthkan sÔmfwna me to diakritì kai omoiìmorfo nìmo.

Suneqă Montèla

Ta montèla pijanotătwn se suneqeÐc deigmatikoÔc qÿrouc diafèroun apì touc

antÐstoiqouc diakritoÔc, sto ìti oi pijanìthtec twn gegonìtwn pou apoteloÔ-

ntai apì èna monadikì apotèlesma den eÐnai arketèc gia na qarakthrÐsoun to

nìmo pijanìthtac. Autì exhgoÔme sta paradeÐgmata pou akoloujoÔn kai, epÐ-

shc, deÐqnoume ton trìpo me ton opoÐo ja genikeÔsoume ton omoiìmorfo nìmo

pijanìthtac, sthn perÐptwsh enìc suneqoÔc deigmatikoÔ qÿrou.

ParĹdeigma 1.4. ànac troqìc thc tÔqhc bajmonomeÐtai suneqÿc apì 0 mèqri 1,

ÿste ta dunatĹ apotelèsmata enìc peirĹmatoc pou apoteleÐtai apì èna monadikì

gÔrisma eÐnai oi arijmoÐ sto diĹsthma Ω = [0, 1]. EĹn upojèsoume ènan amerìlhpto

troqì, eÐnai logikì na upojèsoume ìti ìla ta apotelèsmata eÐnai isopÐjana, allĹ

poia eÐnai h pijanìthta enìc gegonìtoc to opoÐo apoteleÐtai apì èna monadikì a-

potèlesma? Den mporeÐ na eÐnai jetikă, giatÐ tìte, qrhsimopoiÿntac to axÐwma thc

prosjetikìthtac, èpetai ìti gegonìta me arketĹ megĹlo arijmì stoiqeÐwn èqoun pi-

janìthta megalÔterh tou 1. Epomènwc, h pijanìthta opoioudăpote gegonìtoc pou

apoteleÐtai apì èna monadikì apotèlesma, ja prèpei na eÐnai Ðsh me 0.

Sto parĹdeigma autì, èqei nìhma na anajèsoume pijanìthta b − a se opoio-

dăpote upodiĹsthma [a, b] tou [0, 1] kai na upologÐsoume thn pijanìthta enìc pio

perÐplokou sunìlou me to na ektimăsoume “to măkoc toufl.†Aută h anĹjesh ika-

†
To “măkoc” enìc uposunìlou S tou [0, 1] eÐnai to oloklărwma

∫

S
dt, to opoÐo orÐzetai, gia “kanonikĹfl

sÔnola S, me th sunhjismènh ènnoia tou apeirostikoÔ logismoÔ. Gia asunăjh sÔnola to oloklărwma autì

mporeÐ na mhn eÐnai kalÿc orismèno apì majhmatikăc Ĺpoyhc, allĹ tètoia problămata anăkoun se mÐa pio
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nopoieÐ ta trÐa axiÿmata pijanìthtac kai èqei tic katĹllhlec proôpojèseic gia na

eÐnai ènac apodektìc nìmoc pijanìthtac.

ParĹdeigma 1.5. O RwmaÐoc kai h Ioulièta èqoun ranteboÔ kĹpoia sugkekrimènh

ÿra kai o kajènac touc ja ftĹsei sto mèroc sunĹnthshc me kajustèrhsh apì 0

mèqri kai 1 ÿra, me ìla ta zeÔgh kajustèrhshc na eÐnai isopÐjana. O prÿtoc pou

ftĹnei perimènei 15 leptĹ kai ja fÔgei eĹn o Ĺlloc den èqei ftĹsei akìma. Poia

eÐnai h pijanìthta na sunanthjoÔn?

Ja qrhsimopoiăsoume, wc deigmatikì qÿro to monadiaÐo tetrĹgwno, tou opoÐou

ta stoiqeÐa eÐnai ta dunatĹ zeÔgh kajustèrhshc kai gia touc dÔo. H ermhneÐa mac

gia ta “ isopÐjanafl zeÔgh kajustèrhshc eÐnai na epitrèyoume thn pijanìthta enìc

uposunìlou tou Ω na eÐnai Ðso me to embadìn tou. Autìc o nìmoc pijanìthtac

ikanopoieÐ ta trÐa axiÿmata. To gegonìc ìti o RwmaÐoc kai h Ioulièta ja sunanthjoÔn

eÐnai h skiasmènh perioqă sto Sq. 1.5 kai h pijanìthta thc upologÐzetai Ðsh me 7/16.

0 1

1

1/4

1/4 x

y

M

Sqăma 1.5: To gegonìc M (skiasmèno sto sqăma) orÐzetai wc “o RwmaÐoc kai h Ioulièta

ja ftĹsoun mèsa se 15 leptĹ o ènac apì ton Ĺllofl (bl. ParĹdeigma 1.5) kai dÐnetai apì

th sqèsh

M =
{
(x, y)

∣
∣ |x − y| ≤ 1/4, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1

}
.

To embadìn tou M eÐnai 1 meÐon to embadìn twn dÔo mh skiasmènwn trigÿnwn, ă 1 −
(3/4) · (3/4) = 7/16. Ăra, h pijanìthta sunĹnthshc eÐnai 7/16.

austhră antimetÿpish tou jèmatoc. Parepiptìntwc, to ìti eÐnai apodektì na qrhsimopoiăsoume to măkoc

san nìmo pijanìthtac, exartĹtai apì to gegonìc ìti to monadiaÐo diĹsthma èqei èna mh arijmăsima Ĺpeiro

plăjoc stoiqeÐwn. PrĹgmati, eĹn to monadiaÐo diĹsthma eÐqe èna arijmăsimo plăjoc stoiqeÐwn, me kĹje

stoiqeÐo na èqei pijanìthta mhdèn, tìte apì to axÐwma thc prosjetikìthtac sunepĹgetai ìti olìklhro to

diĹsthma èqei pijanìthta mhdèn, to opoÐo èrqetai se antÐjesh me to axÐwma thc kanonikopoÐhshc.
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Idiìthtec Nìmwn Pijanotătwn

Oi nìmoi pijanìthtac èqoun arketèc idiìthtec, tic opoÐec mporoÔme na sumperĹ-

noume apì ta axiÿmata. Merikèc apì autèc sunoyÐzontai akoloÔjwc.

Merikèc Idiìthtec Nìmwn Pijanotătwn

Jewrăste èna nìmo pijanìthtac kai èstw ìti ta A, B, kai C eÐnai gegonìta.

(a) EĹn A ⊂ B, tìte P(A) ≤ P(B).

(b) P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(A ∩ B).

(g) P(A ∪ B) ≤ P(A) + P(B).

(d) P(A ∪ B ∪ C) = P(A) + P(Ac ∩ B) + P(Ac ∩ Bc ∩ C).

Oi idiìthtec autèc, kai Ĺllec parìmoiec, mporoÔn na anaparastajoÔn kai

na epalhjeutoÔn grafikĹ me th qrăsh diagrammĹtwn Venn, ìpwc faÐnetai sto

Sq. 1.6. Parathrăste ìti h idiìthta (g) mporeÐ na genikeuteÐ wc akoloÔjwc:

P(A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An) ≤
n∑

i=1

P(Ai).

Gia na to doÔme autì, efarmìzoume thn idiìthta (g) sta sÔnola A1 kai A2 ∪
· · · ∪ An:

P(A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An) ≤ P(A1) + P(A2 ∪ · · · ∪ An).

EpÐshc, efarmìzoume thn idiìthta (g) sta sÔnola A2 kai A3 ∪ · · · ∪ An:

P(A2 ∪ · · · ∪ An) ≤ P(A2) + P(A3 ∪ · · · ∪ An).

SuneqÐzoume me parìmoio trìpo kai telikĹ prosjètoume.
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Sqăma 1.6: AnaparĹstash kai epalăjeush nìmwn pijanìthtac me th qrăsh diagrammĹtwn

Venn. EĹn A ⊂ B, tìte to B eÐnai h ènwsh dÔo gegonìtwn A kai Ac ∩ B ta opoÐa

eÐnai xèna metaxÔ touc; bl. diĹgramma (a). Epomènwc, apì to axÐwma thc prosjetikìthtac,

èqoume

P(B) = P(A) + P(Ac ∩ B) ≥ P(A),

ìpou h anisìthta akoloujeÐ apì to axÐwma thc mh arnhtikìthtac, epalhjeÔontac thn

idiìthta (a).

Apì to diĹgramma (b), mporoÔme na ekfrĹsoume ta gegonìta A ∪ B kai

B wc thn ènwsh gegonìtwn xènwn metaxÔ touc:

A ∪ B = A ∪ (Ac ∩ B), B = (A ∩ B) ∪ (Ac ∩ B).

KĹnontac qrăsh tou axiÿmatoc thc prosjetikìthtac, èqoume

P(A ∪ B) = P(A) + P(Ac ∩ B), P(B) = P(A ∩ B) + P(Ac ∩ B).

An afairèsoume th deÔterh isìthta apì thn prÿth kai epanadiatĹxoume touc ìrouc, èqou-

me P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(A ∩ B), to opoÐo epalhjeÔei thn idiìthta (b).

KĹnontac qrăsh tou gegonìtoc ìti P(A ∩ B) ≥ 0 (to axÐwma thc mh arnhtikìthtac),

èqoume P(A ∪ B) ≤ P(A) + P(B), to opoÐo epalhjeÔei thn idiìthta (g).

Apì to diĹgramma (g), blèpoume ìti to gegonìc A ∪ B ∪ C mporeÐ na

ekfrasteÐ wc h ènwsh triÿn gegonìtwn xènwn metaxÔ touc:

A ∪ B ∪ C = A ∪ (Ac ∩ B) ∪ (Ac ∩ Bc ∩ C),

Ĺra h idiìthta (d) èpetai wc sunèpeia tou axiÿmatoc thc prosjetikìthtac.

Montèla kai Pragmatikìthta

To plaÐsio thc jewrÐac pijanotătwn mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ gia na analÔ-

soume thn abebaiìthta se mÐa megĹlh poikilÐa fusikÿn katastĹsewn. Sunăjwc,
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autì perièqei dÔo diaforetikĹ stĹdia.

(a) Sto prÿto stĹdio, kataskeuĹzoume èna montèlo pijanìthtac, me to na pros-

diorÐsoume èna nìmo pijanìthtac se ènan katĹllhla orismèno deigmatikì

qÿro. H basikă apaÐthsh se autì to băma eÐnai ìti o nìmoc pijanìthtac

antapokrÐnetai sta trÐa axiÿmata. LogikĹ Ĺtoma endèqetai na diafwnăsoun

gia to poio montèlo antiproswpeÔei kalÔtera thn pragmatikìthta. Se pol-

lèc periptÿseic, kĹpoioc ja mporoÔse na qrhsimopoiăsei to “lanjasmènofl

montèlo, eĹn eÐnai aploÔstero tou “swstoÔfl ă mac epitrèpei prositoÔc upo-

logismoÔc. Autì eÐnai sumbatì me koinèc praktikèc sthn epistămh kai sth

mhqanikă, ìpou h epilogă enìc montèlou eÐnai ènac sumbibasmìc metaxÔ

akrÐbeiac, aplìthtac kai prositÿn upologismÿn. Pollèc forèc, èna mo-

ntèlo epilègetai me bĹsh istorikĹ dedomèna ă prohgoÔmena apotelèsmata

parìmoiwn peiramĹtwn, qrhsimopoiÿntac mejìdouc apì thn episthmonikă

perioqă thc statistikăc.

(b) Sto deÔtero stĹdio, to montèlo pijanìthtac eÐnai dedomèno kai upologÐzou-

me tic pijanìthtec orismènwn gegonìtwn, ă sumperaÐnoume merikèc endiafè-

rousec idiìthtec. Enÿ sto prÿto stĹdio upĹrqei kĹpoia eleujerÐa epilogăc

sth sÔndesh tou pragmatikoÔ kìsmou me ta majhmatikĹ, to deÔtero elèg-

qetai apì touc kanìnec thc logikăc kai twn axiwmĹtwn thc pijanìthtac.

Endèqetai na prokÔyoun duskolÐec me to deÔtero eĹn merikoÐ upologismoÐ

eÐnai polÔplokoi ă ènac nìmoc pijanìthtac èqei prosdioristeÐ me èmmeso

trìpo. Parìla autĹ, den upĹrqei qÿroc gia asĹfeiec: älec oi pijanèc erw-

tăseic èqoun akribeÐc apantăseic.

H jewrÐa twn pijanotătwn eÐnai gemĹth “parĹdoxafl, sÔmfwna me ta opoÐa

diaforetikèc upologistikèc mèjodoi faÐnetai na dÐnoun diaforetikèc apantăseic,

sto Ðdio erÿthma. Sunăjwc ìmwc, autèc oi profaneÐc asunèpeiec ofeÐlontai

sthn proqeirìthta tou prosdiorismoÔ tou montèlou pijanìthtac. àna tètoio

parĹdeigma eÐnai to parĹdoxo tou Bertrand , ìpwc parousiĹzetai sto Sq. 1.7.
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Sqăma 1.7: To parĹdeigma autì, to opoÐo parousiĹsthke apì ton L. F. Bertrandto 1889,

katadeiknÔei thn anĹgkh na prosdioristeÐ qwrÐc asĹfeiec èna montèlo pijanìthtac. Je-

wrăste èna kÔklo kai èna isìpleuro trÐgwno qaragmèno mèsa ston kÔklo. Poia eÐnai h

pijanìthta ìti to măkoc mÐac qordăc tou kÔklou ă opoÐa epilègetai tuqaÐa eÐnai megalÔ-

terh apì thn pleurĹ tou trigÿnou? H apĹnthsh edÿ exartĹtai apì thn akribă ènnoia thc

“ tuqaÐac epilogăc” . Oi dÔo mèjodoi oi opoÐec anaparistĹnontai sta mèrh (a) kai (b) tou

sqămatoc odhgoÔn se antifatikĹ apotelèsmata.

Sto (a), paÐrnoume mÐa aktÐna tou kÔklou, ìpwc eÐnai h AB kai epilègoume èna

shmeÐo C pĹnw sthn aktÐna, me ìla ta shmeÐa na eÐnai isopÐjana. MetĹ sqediĹzoume th

qordă mèsw tou C h opoÐa eÐnai kĹjeth sthn AB. H AB tèmnei to trÐgwno sto mèso

shmeÐo thc AB, Ĺra h pijanìthta ìti to măkoc thc qordăc eÐnai megalÔtero apì thn

pleurĹ eÐnai 1/2.

Sto (b), paÐrnoume èna shmeÐo pĹnw ston kÔklo, ìpwc h korufă V , sqediĹzoume

thn efaptìmenh tou kÔklou sto V kai sqediĹzoume mÐa eujeÐa h opoÐa dièrqetai mèsw

tou V kai dhmiourgeÐ mÐa tuqaÐa gwnÐa Φ me thn efaptomènh, me ìlec tic gwnÐec na eÐnai

isopÐjanec. JewroÔme th qordă thn opoÐa èqoume apì thn tomă thc eujeÐac autăc kai thc

grammăc tou kÔklou. To măkoc thc qordăc eÐnai megalÔtero apì to măkoc thc pleurĹc tou

trigÿnou eĹn h Φ eÐnai metaxÔ π/3 kai 2π/3. Efìson h Φ paÐrnei timèc metaxÔ 0 kai π,

h pijanìthta ìti to măkoc thc qordăc eÐnai megalÔtero apì thn pleurĹ eÐnai 1/3.

SÔntomh IstorÐa thc JewrÐac Pijanotătwn

• Pro QristoÔ. Ta tuqerĹ paignÐdia ătan polÔ dhmofilă sthn ArqaÐa El-

lĹda kai th Rÿmh, qwrÐc wstìso na upĹrxei episthmonikă anĹptuxh gÔrw

apì to jèma, pijanìn diìti to sÔsthma twn arijmÿn pou qrhsimopoieÐto

apì touc àllhnec, de dieukìlune tic algebrikèc prĹxeic. H anĹptuxh thc

jewrÐac pijanotătwn qreiĹsthke na perimènei thn exèlixh tou montèrnou

arijmhtikoÔ sustămatoc twn Indÿn kai ArĹbwn, katĹ th diĹrkeia tou

deutèrou misoÔ thc prÿthc qilietÐac, ìpwc kai thn plhjÿra twn episthmo-

nikÿn ideÿn pou anaptÔqjhkan katĹ thn Anagènnhsh.

• 16oc Aiÿnac. O Girolamo Cardano, ènac glafurìc kai amfilegìmenoc Ita-
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lìc majhmatikìc, ekdÐdei swstèc mejìdouc gia ton upologismì pijanotătwn

gia tuqerĹ paignÐdia ìpwc zĹria kai qartiĹ.

• 17oc Aiÿnac. Mia allhlografÐa metaxÔ tou Fermatkai tou Pascaljètei

pollĹ kai endiafèronta erwtămata pijanotătwn kai prowjeÐ se peraitèrw

melèth tou pedÐou.

• 18oc Aiÿnac. O Jacob BernoullimeletĹ epanalambanìmenec rÐyeic nomÐ-

smatoc kai eisĹgei ton prÿto nìmo twn megĹlwn arijmÿn, o opoÐoc bĹzei

ta jemèlia sÔndeshc jewrhtikÿn apotelesmĹtwn kai empeirikÿn gegonì-

twn. ArketoÐ majhmatikoÐ ìpwc oi Daniel Bernoulli, Leibniz, Bayeskai

Lagrangeèqoun shmantikèc suneisforèc sth jewrÐa pijanotătwn kai th

qrăsh thc sthn anĹlush pragmatikÿn fainìmenwn. O De Moivre eisĹgei

thn kanonikă katanomă kai apodeiknÔei thn prÿth morfă tou kentrikoÔ

oriakoÔ jewrămatoc.

• 19oc Aiÿnac. O LaplaceekdÐdei èna biblÐo pou èqei megĹlh epirroă kai

jemeliÿnei th spoudaiìthta thc jewrÐac pijanotătwn san posotikì pedÐo.

PerilambĹnei pollèc prwtìtupec suneisforèc, sumperilambanomènhc miac

genikăc apìdeixhc tou kentrikoÔ oriakoÔ jewrămatoc. O Legendrekai o

GaussqrhsimopoioÔn pijanìthtec se problèyeic problhmĹtwn astronomÐ-

ac qrhsimopoiÿntac th mèjodo twn elĹqistwn tetragÿnwn kai anoÐgoun to

drìmo se èna megĹlo pedÐo efarmogÿn. O PoissonekdÐdei èna biblÐo me

pollèc prwtìtupec suneisforèc sumperilambanomènhc kai thc katanomăc

Poisson. O Chebyshevkai oi majhtèc tou Markov kai LyapunovmeletoÔn

oriakĹ jewrămata kai anebĹzoun to epÐpedo majhmatikăc austhrìthtac

tou pedÐou. KatĹ th diĹrkeia autăc thc periìdou, h jewrÐa pijanotătwn

jewreÐtai, wc epÐ to pleÐston, san fusikă epistămh me kÔrio skopì thc

thn exăghsh fusikÿn fainìmenwn. KatĹ sunèpeia oi pijanìthtec ermhneÔ-

ontai wc ìria sqetikÿn suqnotătwn sthn perÐptwsh epanalambanomènwn

peiramĹtwn.

• 20oc Aiÿnac. H sqetikă suqnìthta egkataleÐpetai wc basikă ènnoia,

proc qĹrin tou axiwmatikoÔ sustămatoc, to opoÐo qrhsimopoieÐtai săme-

ra pagkosmÐwc. äpwc sumbaÐnei kai se Ĺlla majhmatikĹ pedÐa, h exèlixh

thc jewrÐac pijanotătwn mèsw twn axiwmĹtwn epafÐetai mìno sth logikă

orjìthta, anexĹrthta apì th sqèsh me fusikĹ fainìmena. Parìla autĹ

h jewrÐa pijanotătwn, genikĹ èqei eisqwrăsei sthn epistămh kai eidikìte-

ra sth mhqanikă kajÿc èqei thn ikanìthta na perigrĹfei kai na ermhneÔei

touc perissotèrouc tÔpouc fainomènwn abebaiìthtac pou prokÔptoun sthn

prĹxh.
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1.3 DESMEUMENH PIJANOTHTA

H desmeumènh pijanìthta mac parèqei èna trìpo na sullogistoÔme gia to apotè-

lesma enìc peirĹmatoc, me bĹsh epimèrouc plhroforÐec. MerikĹ paradeÐgmata

tètoiwn katastĹsewn:

(a) Se èna peÐrama pou perièqei dÔo diadoqikèc rÐyeic enìc zarioÔ, mac anafè-

retai ìti to Ĺjroisma twn dÔo rÐyewn eÐnai 9. Pìso pijanì eÐnai h prÿth

rÐyh na ătan 6?

(b) Se èna paiqnÐdi ìpou manteÔontai lèxeic, to prÿto grĹmma mÐac lèxhc eÐnai

“g” . Pìso pijanì eÐnai to deÔtero grĹmma na eÐnai “k” ?

(g) Pìso pijanì eÐnai ènac Ĺnjrwpoc na eÐnai asjenăc dedomènou ìti to iatrikì

test ătan arnhtikì?

(d) MÐa koukÐda emfanÐzetai pĹnw sthn ojình enìc rantĹr. Pìso pijanì eÐnai

na antistoiqeÐ se èna aeroplĹno?

Pio sugkekrimèna, dedomènou enìc peirĹmatoc, tou antÐstoiqou deigmati-

koÔ qÿrou, kai enìc nìmou pijanìthtac, upojètoume ìti gnwrÐzoume ìti to apotè-

lesma eÐnai entìc kĹpoiou gegonìtoc B. EpijumoÔme na posotikopoiăsoume thn

pijanìthta ìti to apotèlesma autì anăkei, epÐshc, kai se kĹpoio Ĺllo gegonìc

A. Epomènwc, epidiÿkoume na oikodomăsoume èna kainoÔrio nìmo pijanìthtac

o opoÐoc lambĹnei up’ ìyh th diajèsimh gnÿsh kai o opoÐoc, gia opoiodăpote

gegonìc A, mac dÐnei th desmeumènh pijanìthta tou A dedomènou tou B, kai

sumbolÐzetai me P(A |B).
Ja jèlame h desmeumènh pijanìthta P(A |B) diaforetikÿn gegonìtwn A

na apoteleÐ ènan apodektì nìmo pijanìthtac, o opoÐoc ikanopoieÐ ta axiÿmata.

Oi desmeumènec pijanìthtec prèpei, epÐshc, na sumfwnoÔn me th diaÐsjhsh mac

gia shmantikèc eidikèc periptÿseic, ìpwc ìtan ìla ta dunatĹ apotelèsmata enìc

peirĹmatoc eÐnai to Ðdio pijanĹ. Gia parĹdeigma, upojèste ìti kai ta 6 dunatĹ

apotelèsmata thc rÐyhc enìc zarioÔ eÐnai isopÐjana. EĹn mac plhroforăsoun

ìti to apotèlesma eÐnai Ĺrtioc arijmìc, mac apomènoun 3 dunatĹ apotelèsmata,

dhladă, 2, 4, kai 6. AutĹ ta trÐa apotelèsmata eÐnai isopÐjana ex arqăc, kai

ja prèpei na parameÐnoun isopÐjana dedomènhc thc epimèrouc gnÿshc ìti to

endeqìmeno eÐnai Ĺrtioc. Epomènwc, eÐnai logikì na èqoume

P(to apotèlesma na eÐnai 6 | to apotèlesma eÐnai Ĺrtioc) =
1

3
.

To skeptikì autì sunistĹ ènan orismì thc desmeumènhc pijanìthtac ìtan ìla
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ta apotelèsmata eÐnai isopÐjana pou dÐnetai apì thn

P(A |B) =
plăjoc stoiqeÐwn tou A ∩ B

plăjoc stoiqeÐwn tou B
.

GenikeÔontac to epiqeÐrhma, eisĹgoume ton exăc orismì desmeumènhc pija-

nìthtac:

P(A |B) =
P(A ∩ B)

P(B)
,

ìpou P(B) > 0; h desmeumènh pijanìthta den orÐzetai, eĹn to upì dèsmeush

gegonìc èqei mhdenikă pijanìthta. Me lìgia, apì th sunolikă pijanìthta twn

stoiqeÐwn tou B, h P(A |B) eÐnai to mèroc pou analogeÐ sta dunatĹ endeqìmena

pou anăkoun epÐshc sto A.

H Desmeumènh Pijanìthta ProsdiorÐzei èna Nìmo Pijanìthtac

Gia èna sugkekrimèno sÔnolo B, mporeÐ na apodeiqjeÐ ìti oi desmeumènec pijanì-

thtec P(A |B) dhmiourgoÔn èna apodektì nìmo pijanotătwn. PrĹgmati, h mh

arnhtikìthta eÐnai xekĹjarh. Epiplèon,

P(Ω |B) =
P(Ω ∩ B)

P(B)
=

P(B)

P(B)
= 1,

Ĺra to axÐwma thc kanonikopoÐhshc epÐshc ikanopoieÐtai. To axÐwma thc pro-

sjetikìthtac gia dÔo xèna metaxÔ touc sÔnola A1 kai A2 apodeiknÔetai wc exăc,

P(A1 ∪ A2 |B) =
P((A1 ∪ A2) ∩ B)

P(B)

=
P((A1 ∩ B) ∪ (A2 ∩ B))

P(B)

=
P(A1 ∩ B) + P(A2 ∩ B)

P(B)

=
P(A1 ∩ B)

P(B)
+

P(A2 ∩ B)

P(B)

= P(A1 |B) + P(A2 |B),

ìpou gia thn trÐth isìthta qrhsimopoiăsame to gegonìc ìti ta A1 ∩ B kai

A2∩B eÐnai xèna metaxÔ touc sÔnola kai to axÐwma thc prosjetikìthtac gia thn

(mh desmeumènh) pijanìthta. To epiqeÐrhma eÐnai parìmoio gia mÐa arijmăsimh

sullogă xènwn metaxÔ touc sunìlwn.



Par. 1.3. Desmeumènh Pijanìthta 23

Efìson oi desmeumènec pijanìthtec apoteloÔn èna apodektì nìmo pijanì-

thtac, isqÔoun ìlec oi genikèc idiìthtec twn nìmwn pijanìthtac. Gia parĹdeigma,

mÐa sqèsh ìpwc P(A∪C) ≤ P(A)+P(C) metafrĹzetai se mÐa kainoÔrgia sqèsh

P(A ∪ C |B) ≤ P(A |B) + P(C |B).

Ac shmeiwjeÐ, epÐshc, ìti P(B |B) = P(B)/P(B) = 1, ÿste ìlh h desmeumènh

pijanìthta sugkentrÿnetai sto B. Epomènwc, ja mporoÔsame na katargăsoume

ìla ta dunatĹ apotelèsmata ektìc B kai na metaqeiristoÔme tic desmeumènec

pijanìthtec wc nìmo pijanìthtac orismèno sto kainoÔrio kajolikì sÔnolo B.

Ac sunoyÐsoume ta sumperĹsmata pou èqoume mèqri tÿra.

Idiìthtec Desmeumènhc Pijanìthtac

• H desmeumènh pijanìthta enìc gegonìtoc A, dedomènou enìc gegonìtoc

B me P(B) > 0, orÐzetai wc

P(A |B) =
P(A ∩ B)

P(B)
,

kai prosdiorÐzei ènan kainoÔrgio (upì dèsmeush) nìmo pijanìthtac

ston Ðdio deigmatikì qÿro Ω. Pio sugkekrimèna, ìlec oi idiìthtec twn

nìmwn pijanìthtac isqÔoun gia touc upì dèsmeush nìmouc pijanìthtac.

• Oi desmeumènec pijanìthtec mporoÔn na jewrhjoÔn wc ènac nìmoc pi-

janìthtac sto kainoÔrio sÔnolo B, epeidă ìlh h desmeumènh pijanì-

thta sugkentrÿnetai sto B.

• Sthn perÐptwsh pou ta dunatĹ apotelèsmata eÐnai peperasmèna kai

isopÐjana, èqoume

P(A |B) =
plăjoc stoiqeÐwn tou A ∩ B

plăjoc stoiqeÐwn tou B
.

ParĹdeigma 1.6. RÐqnoume èna amerìlhpto nìmisma diadoqikĹ treic forèc. Jèloume

na broÔme th desmeumènh pijanìthta P(A |B) ìtan ta A kai B eÐnai ta gegonìta

A = {perissìterec korÿnec apì grĹmmata}, B = {1h rÐyh eÐnai korÿna}.

O deigmatikìc qÿroc apoteleÐtai apì oktÿ akoloujÐec,

Ω = {KKK, KKΓ, KΓK, KΓΓ, ΓKK, ΓKΓ, ΓΓK, ΓΓΓ},



24 Deigmatikìc Qÿroc kai Pijanìthta Kef. 1

tic opoÐec jewroÔme isopÐjanec. To gegonìc B apoteleÐtai apì tèssera stoiqeÐa

KKK, KKΓ, KΓK, KΓΓ, epomènwc h pijanìthta eÐnai

P(B) =
4

8
.

To gegonìc A ∩ B apoteleÐtai apì trÐa stoiqeÐa KKK, KKΓ, KΓK , epomènwc h

pijanìthta eÐnai

P(A ∩ B) =
3

8
.

Ăra, h desmeumènh pijanìthta P(A |B) eÐnai

P(A |B) =
P(A ∩ B)

P(B)
=

3/8

4/8
=

3

4
.

Epeidă ìla ta dunatĹ apotelèsmata eÐnai isopÐjana, mporoÔme na upologÐsoume thn

P(A |B) pio sÔntoma. MporoÔme, na parakĹmyoume ton upologismì thc P(B) kai

P(A ∩ B) kai aplÿc na diairèsoume to plăjoc twn koinÿn stoiqeÐwn twn A kai B
(pou eÐnai 3) dia tou plăjouc twn stoiqeÐwn tou B (pou eÐnai 4), gia na èqoume to

Ðdio apotèlesma 3/4.

ParĹdeigma 1.7. àna amerìlhpto 4-edro zĹri rÐqnetai dÔo forèc kai ta 16 dunatĹ

apotelèsmata eÐnai isopÐjana. àstw ìti X kai Y eÐnai to apotèlesma thc 1hc kai

2hc rÐyhc, antÐstoiqa. EpijumoÔme na prosdiorÐsoume th desmeumènh pijanìthta

P(A |B), ìpou

A =
{
max(X, Y ) = m

}
, B =

{
min(X, Y ) = 2

}
,

kai to m paÐrnei tic timèc 1, 2, 3, 4.

äpwc kai sto prohgoÔmeno parĹdeigma, mporoÔme prÿta na prosdiorÐsoume

tic pijanìthtec P(A∩B) kai P(B) metrÿntac to plăjoc twn stoiqeÐwn twn A∩B kai

B, antÐstoiqa, kai na to diairèsoume dia tou 16. EnallaktikĹ, mporoÔme apeujeÐac

na diairèsoume to plăjoc twn stoiqeÐwn tou A ∩ B dia tou plăjouc twn stoiqeÐwn

tou B; bl. Sq. 1.8.
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1

1 2

2

3

3

4

4

Ðéèáíüôçôá = 1/16

1ç ñßøç X

2ç ñßøç Y

B

Éóïðßèáíá äõíáôÜ áðïôåëÝóìáôá

Sqăma 1.8: Deigmatikìc qÿroc pou perilambĹnei 2 rÐyeic enìc 4-edrou zarioÔ (bl. Pa-

rĹdeigma 1.7). To upì dèsmeush gegonìc B = {min(X, Y ) = 2} apoteleÐtai apì ta 5

stoiqeÐa tou skiagrafhmènou sunìlou. To sÔnolo A = {max(X, Y ) = m} moirĹzetai

me to B dÔo stoiqeÐa eĹn m = 3 ă m = 4, èna stoiqeÐo eĹn m = 2, kai kanèna stoiqeÐo

eĹn m = 1. Ăra, èqoume

P
(
{max(X, Y ) = m}

∣
∣ B
)

=

{
2/5, eĹn m = 3 ă m = 4,

1/5, eĹn m = 2,

0, eĹn m = 1.

ParĹdeigma 1.8. Apì mÐa sunthrhtikă omĹda sqedÐashc, ac thn onomĹsoume C,

kai mÐa prwtoporiakă omĹda sqedÐashc, ac thn onomĹsoume N, zhtĹme na sqedia-

steÐ qwristĹ èna kainoÔrio proðìn mèsa se èna măna. Apì prohgoÔmenh empeirÐa

gnwrÐzoume ìti:

(a) H pijanìthta h omĹda C na eÐnai epituqăc, eÐnai 2/3.

(b) H pijanìthta h omĹda N na eÐnai epituqăc, eÐnai 1/2.

(g) H pijanìthta toulĹqiston mÐa omĹda na eÐnai epituqăc, eÐnai 3/4.

An upojèsoume ìti parĹgetai akribÿc ènac epituqhmènoc sqediasmìc, tìte poia eÐnai

h pijanìthta na sqediĹsthke apì thn omĹda N?

Edÿ upĹrqoun 4 dunatĹ apotelèsmata, pou antistoiqoÔn stouc tèsseric sun-

duasmoÔc epituqÐac kai apotuqÐac twn dÔo omĹdwn:

SS : kai oi dÔo eÐnai epituqhmènec, FF : kai oi dÔo eÐnai apotuqhmènec,
SF : h C epitugqĹnei, h N apotugqĹnei, FS : h C apotugqĹnei, h N epitugqĹnei.

Mac dÐnetai ìti oi pijanìthtec twn apotelesmĹtwn autÿn ikanopoioÔn tic sqè-

seic

P(SS) + P(SF ) =
2

3
, P(SS) + P(FS) =

1

2
, P(SS) + P(SF ) + P(FS) =

3

4
.
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Apì tic sqèseic autèc, mazÐ me thn exÐswsh kanonikopoÐhshc

P(SS) + P(SF ) + P(FS) + P(FF ) = 1,

èqoume tic pijanìthtec ìlwn twn endeqomènwn:

P(SS) =
5

12
, P(SF ) =

1

4
, P(FS) =

1

12
, P(FF ) =

1

4
.

H zhtoÔmenh desmeumènh pijanìthta eÐnai

P
(
FS

∣
∣ {SF, FS}

)
=

1

12
1

4
+

1

12

=
1

4
.

MontelopoÐhsh Basismènh sth Qrăsh Desmeumènhc Pijanìthtac

ätan kataskeuĹzoume montèla pijanotătwn ta opoÐa èqoun akoloujiakì qara-

ktăra, suqnĹ mac exuphreteÐ na prosdiorÐsoume kat’ arqĹc desmeumènec pijanì-

thtec kai akoloÔjwc na tic qrhsimopoiăsoume gia na prosdiorÐsoume adèsmeutec

pijanìthtec. O kanìnac P(A ∩ B) = P(B)P(A |B), pou èpetai apì ton orismì

thc desmeumènhc pijanìthtac, dieukolÔnei suqnĹ th diadikasÐa aută.

ParĹdeigma 1.9. AnÐqneush RantĹr. EĹn èna aeroskĹfoc brÐsketai se kĹpoia

perioqă, èna rantĹr katagrĹfei swstĹ thn parousÐa tou me pijanìthta 0.99. EĹn

den brÐsketai sthn perioqă, to rantĹr katagrĹfei lanjasmèna thn parousÐa tou me

pijanìthta 0.10. Upojètoume ìti èna aeroskĹfoc eÐnai parìn me pijanìthta 0.05.

Poia eÐnai h pijanìthta lanjasmènou sunagermoÔ (lanjasmènh èndeixh parousÐac

aeroskĹfouc), kai poia eÐnai h pijanìthta èlleiyhc anÐqneushc (kamÐa anÐqneush

den gÐnetai, parìlo pou to aeroskĹfoc eÐnai parìn)?

Mia akoloujiakă anaparĹstash tou peirĹmatoc, parousiĹzetai sto Sq. 1.9.

àstw A kai B ta gegonìta

A = {èna aeroskĹfoc eÐnai parìn},

B = {to rantĹr aniqneÔei thn parousÐa enìc aeroskĹfouc},

kai jewroÔme kai ta sumplhrwmatikĹ touc

Ac = {èna aeroskĹfoc den eÐnai parìn},

Bc = {to rantĹr den aniqneÔei thn parousÐa enìc aeroskĹfouc}.

Oi pijanìthtec pou dÐnontai èqoun katagrafeÐ katĹ măkoc twn antistoÐqwn kladiÿn

tou dèndrou pou perigrĹfei to deigmatikì qÿro, ìpwc paristĹnetai sto Sq. 1.9.
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KĹje dunatì apotèlesma antistoiqeÐ se èna fÔllo tou dèndrou kai h pijanìthta tou

isoÔtai me to ginìmeno twn pijanotătwn pou èqoun sqèsh me ta kladiĹ sto monopĹti

apì th rÐza prìc to antÐstoiqo fÔllo. Oi epijumhtèc pijanìthtec lanjasmènou

sunagermoÔ kai èlleiyhc anÐqneushc eÐnai

P(lanjasmènou sunagermoÔ) = P(Ac ∩ B) = P(Ac)P(B |Ac) = 0.95 · 0.10 = 0.095,

P(èlleiyh anÐqneushc) = P(A ∩ Bc) = P(A)P(Bc |A) = 0.05 · 0.01 = 0.0005.

P(
|

)

P( ) =
P( c

|
)

P(
|

c )

P(
c
| c

)

P( c) =
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Sqăma 1.9: Akoloujiakă perigrafă tou peirĹmatoc anÐqneushc rantĹr sto ParĹdeigma

1.9.

EpekteÐnontac to prohgoÔmeno parĹdeigma, èqoume èna genikì kanìna gia

na upologÐsoume diĹforec pijanìthtec se sunduasmì me mÐa qronikă perigrafă

enìc peirĹmatoc basismènh se dèndro. Pio sugkekrimèna:

(a) Organÿnoume to dèndro ètsi ÿste èna gegonìc pou mac endiafèrei na sun-

dèetai me èna fÔllo. JewroÔme to sumbĹn enìc gegonìtoc wc mÐa seirĹ apì

bămata, sugkekrimèna, th diapèrash twn kladiÿn katĹ măkoc tou monopa-

tioÔ apì th rÐza èwc to fÔllo.

(b) KatagrĹfoume tic desmeumènec pijanìthtec pou sundèontai me ta kladiĹ

tou dèndrou.

(g) BrÐskoume thn pijanìthta enìc fÔllou pollaplasiĹzontac tic pijanìthtec

pou èqoun katagrafeÐ katĹ măkoc tou antÐstoiqou monopatioÔ tou dèndrou.

Me majhmatikoÔc ìrouc, èqoume na kĹnoume me èna gegonìc A to opoÐo

sumbaÐnei an kai mìno an kajèna apì ta diĹfora gegonìta A1, . . . , An èqou-

n sumbeÐ, dhladă, A = A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An. To gegonìc A jewreÐtai wc to
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gegonìc A1, akoloujoÔmeno apì to gegonìc A2, akoloujoÔmeno apì A3, ktl.

kai apeikonÐzetai wc èna monopĹti me n kladiĹ, pou antistoiqoÔn sta gegonìta

A1, . . . , An. H pijanìthta tou A dÐnetai apì ton akìloujo kanìna (bl. epÐshc

Sq. 1.10).

Kanìnac PollaplasiasmoÔ

An upojèsoume ìti ìla ta upì dèsmeush gegonìta èqoun jetikă pijanìthta,

èqoume

P( ∩n
i=1 Ai) = P(A1)P(A2 |A1)P(A3 |A1 ∩ A2) · · ·P(An | ∩

n−1

i=1
Ai).

O kanìnac tou pollaplasiasmoÔ mporeÐ na epalhjeuteÐ grĹfontac

P( ∩n
i=1 Ai) = P(A1) ·

P(A1 ∩ A2)

P(A1)
·

P(A1 ∩ A2 ∩ A3)

P(A1 ∩ A2)
· · ·

P( ∩n
i=1

Ai)

P( ∩n−1

i=1
Ai)

,

Ãåãïíüò ÃåãïíüòA A A A A An

A A A A A
nnn

P A P A A P A A A            P A A A     Ann

Sqăma 1.10: Apeikìnish tou kanìna tou pollaplasiasmoÔ. To gegonìc tomăc A = A1 ∩
A2 ∩ · · · ∩ An sundèetai me èna monadikì monopĹti pĹnw sto dèndro. Sundèoume ta

kladiĹ tou monopatioÔ me ta gegonìta A1, . . . , An kai katagrĹfoume dÐpla sta kladiĹ

tic antÐstoiqec desmeumènec pijanìthtec.

O telikìc kìmboc tou monopatioÔ antistoiqeÐ sto gegonìc tomăc A kai h pijanìthta

tou prokÔptei apì ton pollaplasiasmì twn upì dèsmeush pijanotătwn, oi opoÐec eÐnai

katagrammènec katĹ măkoc twn kladiÿn tou monopatioÔ

P(A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ A3) = P(A1)P(A2 |A1) · · ·P(An |A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An−1).

Shmeiÿste ìti kĹje endiĹmesoc kìmboc katĹ măkoc tou monopatioÔ antistoiqeÐ epÐshc se

kĹpoio endiĹmeso gegonìc kai h pijanìthta tou prokÔptei pollaplasiĹzontac tic antÐstoi-

qec desmeumènec pijanìthtec mèqri ton kìmbo. Gia parĹdeigma, to gegonìc A1 ∩A2 ∩A3

antistoiqeÐ ston kìmbo pou paristĹnetai sto sqăma kai h pijanìthta tou eÐnai

P(A1 ∩ A2 ∩ A3) = P(A1)P(A2 |A1)P(A3 |A1 ∩ A2).

kai me bĹsh ton orismì thc desmeumènhc pijanìthtac, xanagrĹfontac th dexiĹ

pleurĹ wc exăc:

P(A1)P(A2 |A1)P(A3 |A1 ∩ A2) · · ·P(An | ∩
n−1

i=1
Ai).
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Gia thn perÐptwsh mìno 2 gegonìtwn, A1 kai A2, o kanìnac tou pollaplasia-

smoÔ eÐnai aplÿc o orismìc thc desmeumènhc pijanìthtac.

ParĹdeigma 1.10. TrÐa qartiĹ epilègontai apì mÐa koină trĹpoula 52 qartiÿn

qwrÐc epanatopojèthsh (ta epilegmèna qartiĹ den topojetoÔntai pÐsw sthn trĹpou-

la). EpijumoÔme na broÔme thn pijanìthta ìti kanèna apì ta trÐa qartiĹ den eÐnai

koÔpa. Upojètoume ìti se kĹje băma, kajèna apì ta upoleipìmena qartiĹ èqei th-

n Ðdia pijanìthta na epilegeÐ. Lìgw summetrÐac, kĹje triĹda thc trĹpoulac eÐnai

isopÐjanh na epilegeÐ. MÐa dunată prosèggish, pou den ja qrhsimopopoiăsoume,

eÐnai na metrăsoume to plăjoc ìlwn twn triĹdwn pou den perièqoun koÔpa kai na

to diairèsoume dia tou plăjouc, ìlwn twn dunatÿn triĹdwn thc trĹpoulac. Ant’

autăc, qrhsimopoioÔme mÐa akoloujiakă perigrafă peiramĹtwn se sunduasmì me

ton kanìna tou pollaplasiasmoÔ (bl. Sq. 1.11).

OrÐzoume ta gegonìta

Ai = {to i-ostì qartÐ den eÐnai koÔpa}, i = 1, 2, 3.

UpologÐzoume thn pijanìthta P(A1 ∩A2 ∩A3) ìti kanèna apì ta 3 qartiĹ den eÐnai

koÔpa, qrhsimopoiÿntac ton kanìna tou pollaplasiasmoÔ

P(A1 ∩ A2 ∩ A3) = P(A1)P(A2 |A1)P(A3 |A1 ∩ A2).

àqoume

P(A1) =
39

52
,

efìson upĹrqoun 39 qartiĹ pou den eÐnai koÔpa sthn trĹpoula twn 52 qartiÿn.

Dedomènou ìti to prÿto qartÐ den eÐnai koÔpa, mac mènoun 51 qartiĹ, 38 apì ta

opoÐa den eÐnai koÔpa, kai epomènwc

P(A2 |A1) =
38

51
.

TelikĹ, dedomènou ìti ta dÔo prÿta qartiĹ pou èqoun epilegeÐ den eÐnai koÔpa, upĹ-

rqoun 37 qartiĹ pou den eÐnai koÔpa sta upoleipìmena 50 qartiĹ thc trĹpoulac,

kai epomènwc

P(A3 |A1 ∩ A2) =
37

50
.

Autèc oi pijanìthtec èqoun katagrafeÐ katĹ măkoc twn antistoÐqwn kladiÿn tou

dèndrou pou perigrĹfei to deigmatikì qÿro, ìpwc deÐqnetai sto Sq. 1.11. H zhtoÔ-

menh pijanìthta prokÔptei apì ton pollaplasiasmì twn pijanotătwn pou katagrĹ-

fhkan katĹ măkoc tou antÐstoiqou monopatioÔ tou dèndrou:

P(A1 ∩ A2 ∩ A3) =
39

52
·
38

51
·
37

50
.

Shmeiÿste, ìti mìlic oi pijanìthtec katagrafoÔn katĹ măkoc tou dèndrou,

h pijanìthta arketÿn peiramĹtwn mporeÐ na upologisjeÐ me parìmoio trìpo. Gia
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parĹdeigma,

P(to 1o den eÐnai koÔpa kai to 2o eÐnai koÔpa) =
39

52
·
13

51
,

P(ta prÿta dÔo den eÐnai koÔpa kai to 3o eÐnai koÔpa) =
39

52
·
38

51
·
13

50

¼÷é êïýðá

¼÷é êïýðá

¼÷é êïýðá

Êïýðá

Êïýðá

Êïýðá

Sqăma 1.11: Akoloujiakă perigrafă

tou peirĹmatoc epilogăc 3 qartiÿn sto

ParĹdeigma 1.10.

ParĹdeigma 1.11. MÐa tĹxh pou apoteleÐtai apì 4 metaptuqiakoÔc kai 12 proptu-

qiakoÔc foithtèc qwrÐzetai tuqaÐa se 4 omĹdec twn tessĹrwn. Poia eÐnai h pijanìth-

ta kĹje omĹda na perilambĹnei èna metaptuqiakì foithtă? ExhgoÔme ìti me th lèxh

“tuqaÐa” ennooÔme ìti dedomènhc thc topojèthshc merikÿn foithtÿn se kĹpoiec ke-

nèc jèseic, opoiosdăpote foithtăc pou apomènei èqei Ðsh pijanìthta na topojethjeÐ

se opoiadăpote apì tic upoloipìmenec kenèc jèseic. Ja upologÐsoume th zhtoÔmenh

pijanìthta qrhsimopoiÿntac ton kanìna tou pollaplasiasmoÔ, basismèno sthn pe-

rigrafă akoloujiakÿn peiramĹtwn ìpwc sto Sq. 1.12. Ac dhlÿsoume touc tèssereic

metaptuqiakoÔc foithtèc me 1, 2, 3, 4 kai ac jewrăsoume ta gegonìta

A1 = {oi foithtèc 1 kai 2 eÐnai se diaforetikèc omĹdec},

A2 = {oi foithtèc 1, 2, kai 3 eÐnai se diaforetikèc omĹdec},

A3 = {oi foithtèc 1, 2, 3, kai 4 eÐnai se diaforetikèc omĹdec}.

Ja upologÐsoume thn P(A3) qrhsimopoiÿntac ton kanìna tou pollaplasiasmoÔ:

P(A3) = P(A1 ∩ A2 ∩ A3) = P(A1)P(A2 |A1)P(A3 |A1 ∩ A2).

àqoume

P(A1) =
12

15
,

efìson upĹrqoun 12 kenèc jèseic foithtÿn se omĹdec ektìc apì aută pou anăkei o

metaptuqiakìc foithtăc 1, kai upĹrqoun 15 kenèc jèseic foithtÿn sunolikĹ, exai-

roumènou tou metaptuqiakoÔ foithtă 1. ParomoÐwc,

P(A2 |A1) =
8

14
,
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efìson upĹrqoun 8 kenèc jèseic foithtÿn se omĹdec ektìc apì autèc pou anăkoun

oi metaptuqiakoÐ foithtèc 1 kai 2, kai upĹrqoun 14 kenèc jèseic foithtÿn, exairou-

mènwn twn metaptuqiakÿn foithtÿn 1 kai 2. EpÐshc,

P(A3 |A1 ∩ A2) =
4

13
,

efìson upĹrqoun 4 kenèc jèseic foithtÿn se omĹdec ektìc apì autèc pou anăkoun

oi metaptuqiakoÐ foithtèc 1, 2 kai 3, kai upĹrqoun 13 kenèc jèseic foithtÿn, exai-

roumènwn twn foithtÿn 1, 2, kai 3. Ăra, h zhtoÔmenh pijanìthta eÐnai

12

15
·

8

14
·

4

13
,

kai prokÔptei pollaplasiĹzontac tic desmeumènec pijanìthtec katĹ măkoc tou an-

tÐstoiqou monopatioÔ tou dèndrou sto Sq. 1.12.

ÖïéôçôÝò

ÖïéôçôÝò

ÖïéôçôÝò åßíáé

åßíáé

åßíáé

óå äéáöïñåôéêÝò ïìÜäåò

óå äéáöïñåôéêÝò ïìÜäåò

óå äéáöïñåôéêÝò ïìÜäåò

Sqăma 1.12: Akoloujiakă perigrafă

tou peirĹmatoc tou ParadeÐgmatoc

1.11.

ParĹdeigma 1.12. To prìblhma tou Monty Hall . KĹpoioc sac plhroforeÐ ìti èna

brabeÐo èqei thn Ðdia pijanìthta na brejeÐ pÐsw apì opoiadăpote apì tic 3 kleistèc

pìrtec pou brÐskontai mprostĹ sac. DeÐqnete mÐa apì tic pìrtec. ànac fÐloc sac

anoÐgei mÐa apì tic 2 upoleipìmenec pìrtec, afoÔ sigoureuteÐ ìti to brabeÐo den

eÐnai pÐsw apì aută. Tÿra, mporeÐte na parameÐnete sthn arqikă sac epilogă, ă na

epilèxete thn Ĺllh kleistă pìrta. KerdÐzete to brabeÐo eĹn brÐsketai pÐsw apì thn

telikĹ epilegmènh pìrta. JewroÔme tic parakĹtw strathgikèc:

(a) Na parameÐnete sthn arqikă epilogă.

(b) Na strafeÐte sthn Ĺllh kleistă pìrta.

(g) Prÿta deÐqnete thn pìrta 1. EĹn h pìrta 2 anoÐxei, den allĹzete gnÿmh. EĹn h

pìrta 3 anoÐxei, allĹzete gnÿmh.

Poia eÐnai h kalÔterh strathgikă? Gia na apantăsoume sthn erÿthsh, ac upo-

logÐsoume thn pijanìthta na kerdÐsoume qrhsimopoiÿntac kajemÐa apì tic treic

strathgikèc.
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An qrhsimopoiăsoume th strathgikă thc mh allagăc, h arqikă epilogă pro-

sdiorÐzei eĹn kerdÐzete ă ìqi, kai h pijanìthta na kerdÐsete eÐnai 1/3, kai autì diìti

to brabeÐo èqei thn Ðdia pijanìthta na brÐsketai pÐsw apì kĹje pìrta. SÔmfwna

me th strathgikă allagăc, eĹn to brabeÐo eÐnai pÐsw apì thn arqikĹ epilegmènh

pìrta (pijanìthta 1/3), den kerdÐzete. EĹn ìqi (pijanìthta 2/3), kai dedomènou ìti

mÐa pìrta qwrÐc brabeÐo èqei anoiqteÐ gia sac, ja ftĹsete sthn pìrta pou kerdÐzei

mìlic allĹxete epilogă. Ăra, h pijanìthta na kerdÐsete eÐnai 2/3, ÿste h (b) eÐnai

kalÔterh strathgikă apì thn (a).

Jewrăste tÿra th strathgikă (g). SÔmfwna me aută th strathgikă, upĹrqei

aneparkăc plhroforÐa gia na prosdioristeÐ h pijanìthta epituqÐac. H apĹnthsh

exartĹtai apì ton trìpo pou o fÐloc sac epilègei poia pìrta ja anoÐxei. Ac jewră-

soume dÔo periptÿseic.

Upojètoume ìti eĹn to brabeÐo brÐsketai pÐsw apì thn pìrta 1, o fÐloc pĹnta

epilègei na anoÐxei thn pìrta 2. (EĹn to brabeÐo eÐnai pÐsw apì thn pìrta 2 ă

3, o fÐloc sac den èqei epilogă.) EĹn to brabeÐo eÐnai pÐsw apì thn pìrta 1, o

fÐloc sac anoÐgei thn pìrta 2, den allĹzete gnÿmh kai kerdÐzete. EĹn to brabeÐo

eÐnai pÐsw apì thn pìrta 2, o fÐloc sac anoÐgei thn pìrta 3, allĹzete gnÿmh, kai

kerdÐzete. EĹn to brabeÐo eÐnai pÐsw apì thn pìrta 3, o fÐloc sac anoÐgei thn pìrta

2, den allĹzete gnÿmh, kai qĹnete. Tìte, h pijanìthta na kerdÐsete eÐnai 2/3, ÿste

h strathgikă (g) se aută thn perÐptwsh eÐnai to Ðdio kală me th (b).

Upojètoume tÿra ìti eĹn to brabeÐo eÐnai pÐsw apì thn pìrta 1, o fÐloc sac

èqei thn Ðdia pijanìthta na anoÐxei eÐte thn pìrta 2 ă thn 3. EĹn to brabeÐo eÐnai

pÐsw apì thn pìrta 1 (pijanìthta 1/3), kai eĹn o fÐloc sac anoÐxei thn pìrta 2

(pijanìthta 1/2), den allĹzete gnÿmh kai kerdÐzete (pijanìthta 1/6). AllĹ eĹn o

fÐloc sac anoÐxei thn pìrta 3, allĹzete gnÿmh kai qĹnete. EĹn to brabeÐo eÐnai pÐsw

apì thn pìrta 2, o fÐloc sac anoÐgei thn pìrta 3, allĹzete gnÿmh, kai kerdÐzete

(pijanìthta 1/3). EĹn to brabeÐo eÐnai pÐsw apì thn pìrta 3, o fÐloc sac anoÐgei

thn pìrta 2, den allĹzete gnÿmh kai qĹnete. Ăra, h pijanìthta na kerdÐsete eÐnai

1/6 + 1/3 = 1/2, ÿste h strathgikă (g) eÐnai qeirìterh apì th strathgikă (b).

1.4 JEWRHMA SUNOLIKHS PIJANOTHTAS KAI O KANONAS TOU

BAYES

Sthn parĹgrafo aută, exetĹzoume merikèc efarmogèc thc desmeumènhc pijanì-

thtac. ArqÐzoume me to parakĹtw jeÿrhma, to opoÐo suqnĹ qrhsimopoieÐtai gia

ton upologismì pijanotătwn diafìrwn gegonìtwn qrhsimopoiÿntac th mèjodo

tou “diaÐrei kai basÐleue” .

Jeÿrhma Sunolikăc Pijanìthtac

àstw A1, . . . , An xèna metaxÔ touc sÔnola pou sqhmatÐzoun mÐa diamèrish

tou deigmatikoÔ qÿrou (kĹje dunatì apotèlesma perièqetai se akribÿc èna
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apì ta gegonìta A1, . . . , An) kai upojètoume ìti P(Ai) > 0, gia kĹje i.Tìte,

gia kĹje gegonìc B, èqoume

P(B) = P(A1 ∩ B) + · · · + P(An ∩ B)

= P(A1)P(B |A1) + · · · + P(An)P(B |An).

To jeÿrhma apeikonÐzetai kai apodeiknÔetai sto Sq. 1.13. DiamerÐzoume

to deigmatikì qÿro se èna arijmì apì gegonìta Ai. Tìte h pijanìthta ìti to

gegonìc B sumbaÐnei, eÐnai ènac stajmismènoc mèsoc ìroc thc desmeumènhc pija-

nìthtac tou se sqèsh me kĹje gegonìc, ìpou kĹje gegonìc stajmÐzetai sÔmfwna

me thn (mh desmeumènh) pijanìthta tou. MÐa apì tic qrăseic tou jewrămatoc

eÐnai o upologismìc thc pijanìthtac diafìrwn gegonìtwn B gia ta opoÐa oi de-

smeumènec pijanìthtec P(B |Ai) eÐnai gnwstèc ă eÐnai eÔkolo na upologistoÔn.

To kleidÐ eÐnai na epilegeÐ swstĹ h diamèrish A1, . . . , An, me bĹsh th domă tou

problămatoc. DÐnoume merikĹ tètoia paradeÐgmata.

ParĹdeigma 1.13. PaÐrnete mèroc se èna tournouĹ skakioÔ ìpou h pijanìthta na

kerdÐsete èna paiqnÐdi eÐnai 0.3 enantÐon twn misÿn paiktÿn (ac touc apokalèsoume

tÔpou 1), 0.4 enantÐon tou enìc tetĹrtou twn paiktÿn (ac touc apokalèsoume tÔpou

2), kai 0.5 enantÐon tou upìloipou enìc tètartou twn paiktÿn (ac touc apokalèsoume

tÔpou 3). PaÐzete èna paiqnÐdi enantÐon enìc antipĹlou pou epilègetai me tuqaÐo

trìpo. Poia eÐnai h pijanìthta nÐkhc?

àstw Ai to gegonìc na paÐxete me antÐpalo paÐkth tÔpou i. àqoume

P(A1) = 0.5, P(A2) = 0.25, P(A3) = 0.25.

àstw, epÐshc, B to gegonìc na kerdÐsete. àqoume

P(B |A1) = 0.3, P(B |A2) = 0.4, P(B |A3) = 0.5.

Epomènwc, sÔmfwna me to jeÿrhma thc sunolikăc pijanìthtac, h pijanìthta nÐkhc

eÐnai

P(B) = P(A1)P(B |A1) + P(A2)P(B |A2) + P(A3)P(B |A3)

= 0.5 · 0.3 + 0.25 · 0.4 + 0.25 · 0.5

= 0.375.
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A1 B

A1

A2
A3

B

B

B

Bc

Bc

Bc

A1

A2

A3

A2 B

A3 B

Sqăma 1.13: Apeikìnish kai epalăjeush tou jewrămatoc thc sunolikăc pijanìthtac. Ta

gegonìta A1, . . . , An sqhmatÐzoun mÐa diamèrish tou deigmatikoÔ qÿrou, Ĺra to gegonìc

B mporeÐ na grafeÐ wc mÐa ènwsh twn xènwn metaxÔ touc tomÿn Ai ∩ B,

B = (A1 ∩ B) ∪ · · · ∪ (An ∩ B).

Qrhsimopoiÿntac to axÐwma thc prosjetikìthtac, èpetai ìti

P(B) = P(A1 ∩ B) + · · · + P(An ∩ B).

SÔmfwna me ton orismì thc desmeumènhc pijanìthtac èqoume

P(Ai ∩ B) = P(Ai)P(B |Ai),
kai h prohgoÔmenh isìthta dÐnei

P(B) = P(A1)P(B |A1) + · · · + P(An)P(B |An).

EnallaktikĹ jewrăste èna isodÔnamo akoloujiakì montèlo, ìpwc apeikonÐzetai dexiĹ. H

pijanìthta tou fÔllou Ai ∩B eÐnai to ginìmeno P(Ai)P(B |Ai) twn pijanotătwn katĹ

măkoc tou monopatioÔ pou odhgeÐ sto fÔllo autì. To gegonìc B apoteleÐtai apì ta trÐa

skiasmèna fÔlla kai h P(B) upologÐzetai prosjètontac tic pijanìthtèc touc.

ParĹdeigma 1.14. RÐqnete èna amerìlhpto tetrĹedro zĹri. EĹn to apotèlesma eÐnai

1 ă 2, to rÐqnete akìmh mÐa forĹ, diaforetikĹ stamatĹte. Poia eÐnai h pijanìthta

to sunolikì Ĺjroisma twn rÐyewn sac na eÐnai toulĹqiston 4?

àstw Ai to gegonìc to apotèlesma thc prÿthc rÐyhc na eÐnai i, kai shmeiÿste

ìti P(Ai) = 1/4 gia kĹje i. àstw B to gegonìc to sunolikì Ĺjroisma twn rÐyewn

na eÐnai toulĹqiston 4. Dedomènou tou gegonìtoc A1, to sunolikì Ĺjroisma ja eÐnai

toulĹqiston 4 eĹn h deÔterh rÐyh èqei wc apotèlesma 3 ă 4, kai autì sumbaÐnei

me pijanìthta 1/2. ParomoÐwc, dedomènou tou gegonìtoc A2, to sunolikì Ĺjroisma

ja eÐnai toulĹqiston 4 eĹn h deÔterh rÐyh èqei wc apotèlesma 2, 3, ă 4, kai autì

sumbaÐnei me pijanìthta 3/4. EpÐshc, dedomènou tou gegonìtoc A3, stamatĹte kai

to sunolikì Ĺjroisma paramènei kĹtw tou 4. Epomènwc,

P(B |A1) =
1

2
, P(B |A2) =

3

4
, P(B |A3) = 0, P(B |A4) = 1.
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Apì to jeÿrhma thc sunolikăc pijanìthtac èpetai ìti,

P(B) =
1

4
·
1

2
+

1

4
·
3

4
+

1

4
· 0 +

1

4
· 1 =

9

16
.

To jeÿrhma thc sunolikăc pijanìthtac mporeÐ na efarmosteÐ epaneilhm-

mèna gia na upologistoÔn pijanìthtec sqetikèc me peirĹmata pou èqoun akolou-

jiakì qaraktăra, ìpwc parousiĹzoume sto parakĹtw parĹdeigma.

ParĹdeigma 1.15. H AlÐkh parakoloujeÐ to mĹjhma twn pijanotătwn kai sto tèloc

kĹje ebdomĹdac mporeÐ na eÐnai enămerh thc paradojeÐshc Ôlhc ă na èqei meÐnei pÐsw.

EĹn eÐnai enămerh kĹpoia dedomènh ebdomĹda, h pijanìthta ìti ja eÐnai enămerh (ă

pÐsw) thn epìmenh ebdomĹda eÐnai 0.8 (ă 0.2, antÐstoiqa). EĹn èqei meÐnei pÐsw mÐa

ebdomĹda, h pijanìthta ìti ja eÐnai enămerh (ă pÐsw) thn epìmenh ebdomĹda eÐnai

0.4 (ă 0.6, antÐstoiqa). H AlÐkh eÐnai enămerh ìtan arqÐzei thn parakoloÔjhsh

thc tĹxhc thc. Poia eÐnai h pijanìthta ìti ja eÐnai enămerh metĹ apì 3 ebdomĹdec

parakoloÔjhshc?

àstw Ui kai Bi ta gegonìta ìti h AlÐkh eÐnai enămerh ă ìti èqei meÐnei pÐsw,

antÐstoiqa, metĹ apì i ebdomĹdec. SÔmfwna me to jeÿrhma thc sunolikăc pijanì-

thtac, h epijumhtă pijanìthta P(U3) dÐnetai wc exăc:

P(U3) = P(U2)P(U3 |U2) + P(B2)P(U3 |B2) = P(U2) · 0.8 + P(B2) · 0.4.

Oi pijanìthtec P(U2) kai P(B2) mporoÔn, epÐshc, na upologistoÔn me th qrăsh tou

jewrămatoc thc sunolikăc pijanìthtac:

P(U2) = P(U1)P(U2 |U1) + P(B1)P(U2 |B1) = P(U1) · 0.8 + P(B1) · 0.4,

P(B2) = P(U1)P(B2 |U1) + P(B1)P(B2 |B1) = P(U1) · 0.2 + P(B1) · 0.6.

TelikĹ, afoÔ h AlÐkh arqÐzei to mĹjhma thc enămerh, èqoume

P(U1) = 0.8, P(B1) = 0.2.

MporoÔme tÿra na sunduĹsoume tic prohgoÔmenec treic exisÿseic gia na pĹroume

P(U2) = 0.8 · 0.8 + 0.2 · 0.4 = 0.72,

P(B2) = 0.8 · 0.2 + 0.2 · 0.6 = 0.28,

kai qrhsimopoiÿntac tic parapĹnw pijanìthtec èqoume

P(U3) = 0.72 · 0.8 + 0.28 · 0.4 = 0.688.

Parathrăste ìti ja mporoÔsame na èqoume upologÐsei th zhtoÔmenh pijanì-

thta P(U3) kataskeuĹzontac mÐa dendrikă perigrafă tou peirĹmatoc, upologÐzontac
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thn pijanìthta kĹje stoiqeÐou tou U3 qrhsimopoiÿntac ton kanìna tou pollapla-

siasmoÔ sto dèndro, kai ajroÐzontac. Wstìso, upĹrqoun periptÿseic pou o upolo-

gismìc basismènoc sto jeÿrhma thc sunolikăc pijanìthtac eÐnai pio exuphretikìc.

Gia parĹdeigma, upojèste ìti endiaferìmaste gia thn pijanìthta P(U20) ìti ă AlÐkh

eÐnai enămerh metĹ apì 20 ebdomĹdec. O upologismìc autăc thc pijanìthtac qrh-

simopoiÿntac ton kanìna tou pollaplasiasmoÔ eÐnai polÔ Ĺboloc, giatÐ to dèndro

perigrafăc tou peirĹmatoc èqei 20-stĹdia bĹjoc kai 220 fÔlla.

Antijètwc, me ènan upologistă, ènac akoloujiakìc upologismìc qrhsimopoiÿ-

ntac touc tÔpouc thc sunolikăc pijanìthtac

P(Ui+1) = P(Ui) · 0.8 + P(Bi) · 0.4,

P(Bi+1) = P(Ui) · 0.2 + P(Bi) · 0.6,

kai tic arqikèc sunjăkec P(U1) = 0.8, P(B1) = 0.2, eÐnai polÔ aplìc.

SumperasmatologÐa kai o Kanìnac tou Bayes

To jeÿrhma thc sunolikăc pijanìthtac suqnĹ qrhsimopoieÐtai mazÐ me to fhmi-

smèno jeÿrhma pou dÐnetai parakĹtw, to opoÐo sundèei desmeumènec pijanìth-

tec thc morfăc P(A |B) me desmeumènec pijanìthtec thc morfăc P(B |A), stic

opoÐec h seirĹ thc dèsmeushc eÐnai antestramènh.

Kanìnac tou Bayes

àstw ìti A1, A2, . . . , An eÐnai xèna metaxÔ touc gegonìta pou diamorfÿnoun

mÐa diamèrish tou deigmatikoÔ qÿrou, kai upojètoume ìti P(Ai) > 0, gia

kĹje i. Tìte, gia kĹje gegonìc B me P(B) > 0, èqoume

P(Ai |B) =
P(Ai)P(B |Ai)

P(B)

=
P(Ai)P(B |Ai)

P(A1)P(B |A1) + · · · + P(An)P(B |An)
.

Gia na epalhjeÔsoume ton kanìna tou Bayes, shmeiÿnoume ìti h

P(Ai)P(B |Ai) kai h P(Ai |B)P(B) eÐnai Ðsec, epeidă kai oi dÔo isoÔntai me

thn P(Ai ∩ B). Autì mac dÐnei thn prÿth isìthta. H deÔterh isìthta proèrqe-

tai apì thn prÿth qrhsimopoiÿntac to jeÿrhma thc sunolikăc pijanìthtac gia

na xanagrĹyoume thn P(B).
O kanìnac tou BayessuqnĹ qrhsimopoieÐtai gia na bgĹloume kĹpoio su-

mpèrasma. UpĹrqei ènac arijmìc apì “aitÐec” oi opoÐec sunteloÔn se kĹpoio

“apotèlesma” . ParathroÔme to apotèlesma, kai epijumoÔme na sumperĹnoume
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thn aitÐa. Ta gegonìta A1, . . . , An antiproswpeÔoun tic aitÐec kai to gegonìc

B antiproswpeÔei to apotèlesma. H pijanìthta P(B |Ai), ìti to apotèlesma

pou ja parathrhjeÐ ofeÐletai sth parousÐa thc aitÐac Ai, apoteleÐ to montèlo

pijanìthtac thc sqèshc aitÐac-apotelèsmatoc (bl. Sq. 1.14). Dedomènou ìti to

apotèlesma B èqei parathrhjeÐ, epijumoÔme na upologÐsoume thn pijanìthta

P(Ai |B) thc aitÐac Ai pou èqei suntelèsei.

Áéôßá 1:
êáêïÞèçò üãêïò

Áéôßá 3:
äéáöïñåôéêü
áßôéï

Áéôßá 2:
ìç êáêïÞèçò
üãêïò

ÁðïôÝëåóìá:
óêéÜ ðïõ ðáñáôçñÞèçêå

B

A A

A

A

B

A

A

A

A

A

B

BB

B

B

B

B

B

Sqăma 1.14: àna parĹdeigma sumperasmatologÐac pou qrhsimopoieÐ ton kanìna tou Ba-
yes. ParathroÔme mÐa skiĹ stic aktÐnec Q enìc anjrÿpou (autì eÐnai to gegonìc B, to

“apotèlesmafl) kai jèloume na ektimăsoume thn pijanìthta triÿn xènwn metaxÔ touc (a-

moibaÐa apokleiìmenwn) kai sullogikĹ exantlhtikÿn aitiÿn: aitÐa 1 (gegonìc A1) eÐnai h

Ôparxh enìc kakoăjouc ìgkou, aitÐa 2 (gegonìc A2) eÐnai h Ôparxh enìc mh kakoăjouc

ìgkou, kai aitÐa 3 (gegonìc A3) antistoiqeÐ se diaforetikèc aitÐec. Upojètoume ìti gnwrÐ-

zoume tic pijanìthtec P(Ai) kai P(B |Ai), i = 1, 2, 3. Dedomènou ìti blèpoume kĹpoia

skiĹ (to gegonìc B sumbaÐnei), o kanìnac tou BayesdÐnei tic desmeumènec pijanìthtec

twn diafìrwn aitiÿn

P(Ai |B) =
P(Ai)P(B |Ai)

P(A1)P(B |A1) + P(A2)P(B |A2) + P(A3)P(B |A3)
, i = 1, 2, 3.

Gia mÐa enallaktikă Ĺpoyh, jewrăste èna isodÔnamo akoloujiakì montèlo, ìpwc

parousiĹzetai sta dexiĹ. H pijanìthta P(A1 |B) enìc kakoăjouc ìgkou eÐnai h pija-

nìthta tou prÿtou skiasmènou fÔllou, pou eÐnai h P(A1 ∩ B), diairoÔmenh dia thc

sunolikăc pijanìthtac twn skiasmènwn fÔllwn, h opoÐa eÐnai h P(B).

ParĹdeigma 1.16. Ac epistrèyoume sto prìblhma thc anÐqneushc rantĹr tou

ParadeÐgmatoc 1.9 kai Sq. 1.9. àstw

A = {èna aeroskĹfoc eÐnai parìn},

B = {èna rantĹr katagrĹfei thn parousÐa enìc aeroskĹfouc}.

Mac dÐnetai ìti

P (A) = 0.05, P(B |A) = 0.99, P(B |Ac) = 0.1.
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Efarmìzontac ton kanìna tou Bayes, me A1 = A kai A2 = Ac, èqoume

P(aeroskĹfoc eÐnai parìn | rantĹr to katagrĹfei) = P(A |B)

=
P(A)P(B |A)

P(B)

=
P(A)P(B |A)

P(A)P(B |A) + P(Ac)P(B |Ac)

=
0.05 · 0.99

0.05 · 0.99 + 0.95 · 0.1

≈ 0.3426.

ParĹdeigma 1.17. Ac epistrèyoume sto prìblhma tou skakioÔ sto ParĹdeigma

1.13. Edÿ, to Ai eÐnai to gegonìc na èqoume ènan antÐpalo tÔpou i, kai

P(A1) = 0.5, P(A2) = 0.25, P(A3) = 0.25.

EpÐshc, B eÐnai to gegonìc na kerdÐsoume, kai

P(B |A1) = 0.3, P(B |A2) = 0.4, P(B |A3) = 0.5.

Upojèste ìti kerdÐzete. Poia eÐnai h pijanìthta P(A1 |B) na èqete ènan antÐpalo

tÔpou 1?

Qrhsimopoiÿntac ton kanìna tou Bayes, èqoume

P(A1 |B) =
P(A1)P(B |A1)

P(A1)P(B |A1) + P(A2)P(B |A2) + P(A3)P(B |A3)

=
0.5 · 0.3

0.5 · 0.3 + 0.25 · 0.4 + 0.25 · 0.5

= 0.4.

ParĹdeigma 1.18. O Analhjăc GrÐfoc. àna test gia kĹpoia spĹnia asjèneia

upotÐjetai ìti eÐnai swstì 95% tou qrìnou: eĹn èna Ĺtomo èqei thn asjèneia, to

apotèlesma tou test eÐnai jetikì me pijanìthta 0.95, enÿ eĹn to Ĺtomo den èqei

thn asjèneia, to test eÐnai arnhtikì me pijanìthta 0.95. àna Ĺtomo pou epilègetai

tuqaÐa apì kĹpoio plhjusmì èqei pijanìthta 0.001 na èqei thn asjèneia. Dedomènou

ìti gia èna Ĺtomo to test eÐnai jetikì, poia eÐnai h pijanìthta na èqei thn asjèneia?

EĹn A eÐnai to gegonìc to Ĺtomo na èqei thn asjèneia, kai B eÐnai to gegonìc

to apotèlesma tou test na eÐnai jetikì, h zhtoÔmenh pijanìthta, P(A |B), eÐnai

P(A |B) =
P(A)P(B |A)

P(A)P(B |A) + P(Ac)P(B |Ac)

=
0.001 · 0.95

0.001 · 0.95 + 0.999 · 0.05

= 0.0187.
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Parathrăste ìti, an kai to test eÐnai arketĹ akribèc, to Ĺtomo pou èqei brejeÐ

jetikì èqei polÔ mikră pijanìthta (ligìtero apì 2%) na èqei thn asjèneia. SÔm-

fwna me to periodikì The Economist (20 FebrouarÐou, 1999), 80% apì autoÔc pou

erwtăjhkan se kĹpoio gnwstì Amerikanikì nosokomeÐo èkanan lĹjoc se erwtăma-

ta autoÔ tou tÔpou. Oi perissìteroi eÐpan ìti h pijanìthta kĹpoioc na èqei thn

asjèneia eÐnai 0.95!

1.5 ANEXARTHSIA

àqoume eisĹgei th desmeumènh pijanìthta P(A |B) gia na ekfrĹsoume thn e-

pimèrouc plhroforÐa pou mac parèqei to gegonìc B sqetikĹ me to gegonìc A.

MÐa endiafèrousa kai shmantikă perÐptwsh eÐnai ìtan h Ôparxh tou B den

prosfèrei kamÐa plhroforÐa kai den allĹzei thn pijanìthta to A na èqei sumbeÐ,

dhladă,

P(A |B) = P(A).

ätan h parapĹnw isìthta isqÔei, lème ìti to A eÐnai anexĹrthto tou B. Para-

thrăste ìti ex aitÐac tou orismoÔ h P(A |B) = P(A∩B)/P(B), h prohgoÔmenh

isìthta eÐnai isodÔnamh me thn

P(A ∩ B) = P(A)P(B).

UiojetoÔme thn teleutaÐa sqèsh wc ton orismì thc anexarthsÐac, diìti mporeÐ

na qrhsimopoihjeÐ akìmh kai sthn perÐptwsh ìpou P(B) = 0, ìtan dhladă h

P(A |B) den orÐzetai. Apì th summetrÐa thc sqèshc autăc sunepĹgetai ìti h

anexarthsÐa eÐnai mÐa summetrikă idiìthta; dhladă, eĹn to A eÐnai anexĹrthto

tou B, tìte to B eÐnai anexĹrthto tou A, kai mporoÔme qwrÐc asĹfeia na poÔme

ìti ta A kai B eÐnai anexĹrthta gegonìta.

H anexarthsÐa eÐnai eÔkolo na katanohjeÐ diaisjhtikĹ. Gia parĹdeigma,

eĹn h Ôparxh dÔo gegonìtwn kajorÐzetai apì xeqwristèc kai mh allhloepidrÿ-

menec fusikèc diadikasÐec, tìte ta gegonìta ja apoboÔn anexĹrthta. Wstìso, h

anexarthsÐa den anaparistĹnetai eÔkola sto deigmatikì qÿro. MÐa koină prÿ-

th skèyh eÐnai ìti dÔo gegonìta eÐnai anexĹrthta eĹn eÐnai xèna metaxÔ touc,

allĹ sthn pragmatikìthta sumbaÐnei to antÐjeto: dÔo xèna metaxÔ touc gegonì-

ta A kai B me P(A) > 0 kai P(B) > 0 den eÐnai potè anexĹrthta, epeidă h tomă

A ∩ B eÐnai to kenì sÔnolo kai èqei pijanìthta 0.

ParĹdeigma 1.19. Jewrăste èna peÐrama pou perilambĹnei 2 diadoqikèc rÐyeic enìc

tetrĹedrou zarioÔ gia to opoÐo kai ta 16 dunatĹ apotelèsmata eÐnai isopÐjana, me

pijanìthta 1/16.
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(a) EÐnai ta gegonìta

Ai = {1h rÐyh èqei apotèlesma i}, Bj = {2h rÐyh èqei apotèlesma j},

anexĹrthta? àqoume

P(Ai ∩ Bj) = P
(
to apotèlesma dÔo rÐyewn eÐnai (i, j)

)
=

1

16
,

P(Ai) =
arijmìc stoiqeÐwn tou Ai

sunolikìc arijmìc dunatÿn apotelesmĹtwn
=

4

16
,

P(Bj) =
arijmìc stoiqeÐwn tou Bj

sunolikìc arijmìc dunatÿn apotelesmĹtwn
=

4

16
.

ParathroÔme ìti P(Ai ∩ Bj) = P(Ai)P(Bj), kai h anexarthsÐa tou Ai kai Bj

epalhjeÔetai. Ăra, h epilogă tou omoiìmorfou diakritoÔ nìmou pijanotătwn (pou

mporeÐ na faÐnetai aujaÐretoc) sunepĹgetai thn anexarthsÐa twn dÔo rÐyewn.

(b) EÐnai ta gegonìta

A = {1h rÐyh eÐnai 1}, B = {Ĺjroisma dÔo rÐyewn eÐnai 5},

anexĹrthta? H apĹnthsh den eÐnai profanăc. àqoume

P(A ∩ B) = P
(
to apotèlesma twn dÔo rÐyewn eÐnai (1,4)

)
=

1

16
,

kai epÐshc

P(A) =
arijmìc stoiqeÐwn A

sunolikìc arijmìc dunatÿn apotelesmĹtwn
=

4

16
.

To gegonìc B apoteleÐtai apì ta endeqìmena (1,4), (2,3), (3,2), kai (4,1), kai

P(B) =
arijmìc stoiqeÐwn tou B

sunolikìc arijmìc dunatÿn apotelesmĹtwn
=

4

16
.

Ăra, blèpoume ìti P(A ∩ B) = P(A)P(B), kai ta gegonìta A kai B eÐnai anexĹr-

thta.

(g) EÐnai ta gegonìta

A = {mègisto dÔo rÐyewn eÐnai 2}, B = {elĹqisto dÔo rÐyewn 2},

anexĹrthta? DiaisjhtikĹ, h apĹnthsh eÐnai “ìqi” epeidă to elĹqisto dÔo rÐyewn

diabibĹzei kĹpoia plhroforÐa gia to mègisto. Gia parĹdeigma, eĹn to elĹqisto

eÐnai 2, to mègisto den mporeÐ na eÐnai 1. Pio sugkekrimèna, gia na epalhjeÔsoume

ìti ta A kai B den eÐnai anexĹrthta, upologÐzoume

P(A ∩ B) = P
(
to apotèlesma dÔo rÐyewn eÐnai (2,2)

)
=

1

16
,
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kai epÐshc

P(A) =
arijmìc stoiqeÐwn tou A

sunolikìc arijmìc dunatÿn apotelesmĹtwn
=

3

16
,

P(B) =
arijmìc stoiqeÐwn tou B

sunolikìc arijmìc dunatÿn apotelesmĹtwn
=

5

16
.

àqoume P(A)P(B) = 15/(16)2, ètsi ÿste P(A ∩ B) 6= P(A)P(B), kai Ĺra ta A
kai B den eÐnai anexĹrthta.

Desmeumènh AnexarthsÐa

Shmeiÿsame nwrÐtera ìti oi desmeumènec pijanìthtec gegonìtwn apoteloÔn èna

apodektì nìmo pijanotătwn. Epomènwc, mporoÔme na anaferìmaste sthn a-

nexarthsÐa diafìrwn gegonìtwn sta plaÐsia tou nìmou autoÔ. Sugkekrimèna,

dedomènou enìc gegonìtoc C , ta gegonìta A kai B onomĹzontai anexĹrthta upì

dèsmeush eĹn

P(A ∩ B |C) = P(A |C)P(B |C).

Gia na apodeÐxoume èna enallaktikì qarakthrismì thc desmeumènhc anexarth-

sÐac qrhsimopoioÔme ton orismì thc desmeumènhc pijanìthtac kai ton kanìna

tou pollaplasiasmoÔ, gia na grĹyoume

P(A ∩ B |C) =
P(A ∩ B ∩ C)

P(C)

=
P(C)P(B |C)P(A |B ∩ C)

P(C)

= P(B |C)P(A |B ∩ C).

SugkrÐnontac tÿra tic dÔo prohgoÔmenec ekfrĹseic, kai afoÔ exaleÐyoume ton

koinì parĹgonta P(B |C), efìson ton upojèsoume mh mhdenikì, parathroÔme

ìti h desmeumènh anexarthsÐa isodunameÐ me th sunjăkh

P(A |B ∩ C) = P(A |C).

Me Ĺlla lìgia, h sqèsh aută dhlÿnei ìti an eÐnai gnwstì ìti to C èqei sumbeÐ,

h epiplèon plhroforÐa ìti to B èqei epÐshc sumbeÐ den allĹzei thn pijanìthta

tou A.

EÐnai endiafèron ìti h anexarthsÐa dÔo gegonìtwn A kai B upì to nìmo

pijanìthtac qwrÐc dèsmeush, den sunepĹgetai anexarthsÐa upì dèsmeush, kai

antÐstrofa, ìpwc deÐqnoun ta epìmena dÔo paradeÐgmata.
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ParĹdeigma 1.20. Jewrăste dÔo anexĹrthtec rÐyeic enìc amerìlhptou nomÐsmatoc,

stic opoÐec kai ta tèssera dunatĹ apotelèsmata eÐnai isopÐjana. àstw

K1 = {1h rÐyh eÐnai korÿna},

K2 = {2h rÐyh eÐnai korÿna},

D = {oi dÔo rÐyeic èqoun diaforetikĹ apotelèsmata}.

Ta dÔo gegonìta K1 kai K2 eÐnai (qwrÐc dèsmeush) anexĹrthta. AllĹ

P(K1 |D) =
1

2
, P(K2 |D) =

1

2
, P(K1 ∩ K2 |D) = 0,

kai P(K1 ∩K2 |D) 6= P(K1 |D)P(K2 |D). Ăra ta K1 kai K2 den eÐnai anexĹrthta

upì dèsmeush.

ParĹdeigma 1.21. àqoume dÔo nomÐsmata, èna mple kai èna kìkkino. Epilègoume

èna apì ta dÔo tuqaÐa, kajèna me pijanìthta epilogăc Ðsh me 1/2, kai proqwroÔme

se dÔo anexĹrthtec rÐyeic. Ta nomÐsmata den eÐnai amerìlhpta: gia to mple nìmisma

h pijanìthta korÿnac se opoiadăpote dedomènh rÐyh eÐnai 0.99, enÿ gia to kìkkino

eÐnai 0.01.

àstw ìti B eÐnai to gegonìc ìti epilèqthke to mple nìmisma. àstw, epÐshc, Ki

to gegonìc ìti h i-ostă rÐyh eÐqe san apotèlesma korÿna. Dedomènhc thc epilogăc

tou nomÐsmatoc, ta gegonìta K1 kai K2 eÐnai anexĹrthta, lìgw thc upìjesăc mac

gia anexĹrthtec rÐyeic. Ăra,

P(K1 ∩ K2 |B) = P(K1 |B)P(K2 |B) = 0.99 · 0.99.

Afetèrou, ta gegonìta K1 kai K2 den eÐnai anexĹrthta. DiaisjhtikĹ, eĹn mac plhro-

forăsoun ìti h prÿth rÐyh eÐqe wc apotèlesma korÿna, autì mac kĹnei na upoyia-

stoÔme ìti èqei epilegeÐ to mple nìmisma, kai sthn perÐptwsh aută, perimènoume ìti

kai h deÔterh rÐyh èqei wc apotèlesma epÐshc korÿna. Apì majhmatikăc Ĺpoyhc,

qrhsimopoiÿntac to jeÿrhma thc sunolikăc pijanìthtac èqoume

P(K1) = P(B)P(K1 |B) + P(Bc)P(K1 |B
c) =

1

2
· 0.99 +

1

2
· 0.01 =

1

2
,

ìpwc ja perimèname lìgw summetrÐac. Parìmoia, èqoume P(K2) = 1/2. Tÿra pa-

rathroÔme ìti

P(K1 ∩ K2) = P(B)P(K1 ∩ K2 |B) + P(Bc)P(K1 ∩ K2 |B
c)

=
1

2
· 0.99 · 0.99 +

1

2
· 0.01 · 0.01 ≈

1

2
.

Ăra P(K1 ∩ K2) 6= P(K1)P(K2), kai ta gegonìta K1 kai K2 eÐnai exartÿmena, an

kai eÐnai upì dèsmeush anexĹrthta dedomènou tou B.

äpwc èqoume anafèrei nwrÐtera, eĹn ta A kai B eÐnai anexĹrthta, h Ôpar-

xh tou B den mac dÐnei kamÐa kainoÔrgia plhroforÐa gia thn pijanìthta ìti to
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A prìkeitai na sumbeÐ. Tìte eÐnai diaisjhtikĹ safèc ìti kai h mh Ôparxh tou

B prèpei na mh dÐnei kamÐa plhroforÐa gia thn pijanìthta tou A. PrĹgmati,

mporeÐ na epalhjeuteÐ ìti eĹn ta A kai B eÐnai anexĹrthta, to Ðdio isqÔei gia

ta A kai Bc (bl. problămata sto tèloc tou kefalaÐou).

SunoyÐzoume tÿra ston epìmeno pÐnaka.

AnexarthsÐa

• DÔo gegonìta A kai B lègontai anexĹrthta eĹn

P(A ∩ B) = P(A)P(B).

EĹn epiplèon, P(B) > 0, h anexarthsÐa isodunameÐ me th sunjăkh

P(A |B) = P(A).

• EĹn ta A kai B eÐnai anexĹrthta, to Ðdio eÐnai ta A kai Bc.

• DÔo gegonìta A kai B lègontai upì dèsmeush anexĹrthta, dedomènou

enìc Ĺllou gegonìtoc C me P(C) > 0, eĹn

P(A ∩ B |C) = P(A |C)P(B |C).

EĹn epiplèon P(B∩C) > 0, h desmeumènh anexarthsÐa eÐnai isodÔnamh

me th sunjăkh

P(A |B ∩ C) = P(A |C).

• H anexarthsÐa den sunepĹgetai desmeumènh anexarthsÐa kai antÐstro-

fa.

AnexarthsÐa mÐac Sullogăc Gegonìtwn

O orismìc thc anexarthsÐac mporeÐ na epektajeÐ gia pollĹ gegonìta.

Orismìc thc AnexarthsÐac Pollÿn Gegonìtwn

Lème ìti ta gegonìta A1, A2, . . . , An eÐnai anexĹrthta eĹn

P

(
⋂

i∈S

Ai

)

=
∏

i∈S

P(Ai), gia kĹje uposÔnolo S tou {1, 2, . . . , n}.
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Gia thn perÐptwsh triÿn gegonìtwn, A1, A2, kai A3, h anexarthsÐa sh-

maÐnei ìti oi parakĹtw tèsseric sunjăkec isqÔoun:

P(A1 ∩ A2) = P(A1) P(A2),

P(A1 ∩ A3) = P(A1) P(A3),

P(A2 ∩ A3) = P(A2) P(A3),

P(A1 ∩ A2 ∩ A3) = P(A1) P(A2) P(A3).

Oi prÿtec treic sunjăkec aplÿc epibebaiÿnoun ìti opoiadăpote dÔo gegonìta

eÐnai anexĹrthta, mÐa idiìthta pou eÐnai gnwstă wc anexarthsÐa anĹ zeÔgh. H

tètarth sunjăkh eÐnai, epÐshc, shmantikă kai den sunepĹgetai apì tic prÿtec

treic. Antistrìfwc, h tètarth sunjăkh den sunepĹgetai tic prÿtec treic; bl. ta

dÔo paradeÐgmata pou akoloujoÔn.

ParĹdeigma 1.22. H AnexarthsÐa anĹ ZeÔgh den SunepĹgetai AnexarthsÐa. Je-

wrăste dÔo anexĹrthtec rÐyeic enìc amerìlhptou nomÐsmatoc, kai ta akìlouja ge-

gonìta:

K1 = {1h rÐyh eÐnai korÿna},

K2 = {2h rÐyh eÐnai korÿna},

D = {oi dÔo rÐyeic dÐnoun diaforetikĹ apotelèsmata}.

Ta gegonìta K1 kai K2 eÐnai anexĹrthta, ex orismoÔ. Gia na doÔme ìti ta K1 kai

D eÐnai anexĹrthta, shmeiÿnoume ìti

P(D |K1) =
P(K1 ∩ D)

P(K1)
=

1/4

1/2
=

1

2
= P(D).

Parìmoia, ta K2 kai D eÐnai anexĹrthta. Afetèrou, èqoume

P(K1 ∩ K2 ∩ D) = 0 6=
1

2
·
1

2
·
1

2
= P(K1)P(K2)P(D),

kai ta trÐa autĹ gegonìta den eÐnai anexĹrthta.

ParĹdeigma 1.23. H Isìthta P(A1 ∩ A2 ∩ A3) = P(A1) P(A2) P(A3) den eÐnai

Arketă gia AnexarthsÐa. Jewrăste dÔo anexĹrthtec rÐyeic enìc amerìlhptou

6-èdrou zarioÔ, kai ta akìlouja gegonìta:

A = {1h rÐyh eÐnai 1, 2, ă 3},

B = {1h rÐyh eÐnai 3, 4, ă 5},

C = {to Ĺjroisma twn rÐyewn eÐnai 9}.
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àqoume

P(A ∩ B) =
1

6
6=

1

2
·
1

2
= P(A)P(B),

P(A ∩ C) =
1

36
6=

1

2
·

4

36
= P(A)P(C),

P(B ∩ C) =
1

12
6=

1

2
·

4

36
= P(B)P(C).

Epomènwc, ta trÐa gegonìta A, B, kai C den eÐnai anexĹrthta. Afetèrou èqoume

P(A ∩ B ∩ C) =
1

36
=

1

2
·
1

2
·

4

36
= P(A)P(B)P(C).

H diaÐsjhsh mac gia ìti aforĹ thn anexarthsÐa mÐac sullogăc gegonìtwn

eÐnai anĹlogh me thn perÐptwsh twn dÔo gegonìtwn. AnexarthsÐa shmaÐnei ìti h

Ôparxh ă h mh Ôparxh opoioudăpote arijmoÔ gegonìtwn apì mÐa sullogă den

metafèrei kamÐa plhroforÐa gia ta upìloipa gegonìta ă ta sumplhrwmatikĹ

touc. Gia parĹdeigma, eĹn ta gegonìta A1, A2, A3, A4 eÐnai anexĹrthta, èqoume

sqèseic ìpwc

P(A1 ∪ A2 |A3 ∩ A4) = P(A1 ∪ A2)

ă

P(A1 ∪ Ac
2 |A

c
3 ∩ A4) = P(A1 ∪ Ac

2)
.

bl. ta problămata sto tèloc tou kefalaÐou.

AxiopistÐa

Se montèla pijanotătwn polÔplokwn susthmĹtwn ta opoÐa perilambĹnoun ar-

ketĹ epimèrouc stoiqeÐa, eÐnai suqnĹ katĹllhlo na upojèsoume ìti oi sumperi-

forèc twn epimèrouc stoiqeÐwn den sundèontai metaxÔ touc, eÐnai anexĹrthtec.

Autì sunăjwc aplopoieÐ touc upologismoÔc kai thn anĹlush, ìpwc apeikonÐze-

tai sto parakĹtw parĹdeigma.

ParĹdeigma 1.24. Sundetikìthta DiktÔwn. àna dÐktuo upologistÿn sundèei dÔo

kìmbouc A kai B dia mèsou twn kìmbwn C, D, E, F,ìpwc deÐqnetai sto Sq. 1.15(a).

Gia kĹje zeÔgoc kìmbwn oi opoÐoi èqoun apeujeÐac sÔndesh, èstw i kai j, dÐnetai h

pijanìthta, pij ìti o sÔndesmoc apì i proc j eÐnai energìc, anexĹrthta eĹn oi Ĺlloi

sÔndesmoi eÐnai energoÐ. Poia eÐnai h pijanìthta na upĹrqei èna monopĹti to opoÐo

sundèei ton A kai B katĹ măkoc tou ìpoiou ìloi oi sÔndesmoi eÐnai energoÐ?
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Sqăma 1.15: (a) To dÐktuo tou ParadeÐgmatoc 1.24. O arijmìc dÐpla se kĹje sÔndesmo

dÐnei thn pijanìthta na eÐnai energìc. (b) Seiriakèc kai parĹllhlec sundèseic triÿn

epimèrouc stoiqeÐwn sto prìblhma thc axiopistÐac.

To parapĹnw eÐnai èna antiproswpeutikì prìblhma anĹlushc thc axiopistÐac

enìc sustămatoc, to opoÐo apoteleÐtai apì epimèrouc stoiqeÐa pou endèqetai na apo-

tugqĹnoun anexĹrthta to èna apì to Ĺllo. àna tètoio sÔsthma mporeÐ na diairejeÐ

se uposustămata, ìpou kĹje uposÔsthma apoteleÐtai apì epimèrouc stoiqeÐa, ta

opoÐa eÐnai sundedemèna se seiriakèc ă parĹllhlec sundèseic; bl. Sq. 1.15(b).

àstw ìti èna uposÔsthma apoteleÐtai apì ta epimèrouc stoiqeÐa 1, 2, . . . , m,

kai èstw pi h pijanìthta ìti to epimèrouc stoiqeÐo i eÐnai energì. Tìte, èna seiriakì

uposÔsthma epitugqĹnei eĹn ìla ta epimèrouc stoiqeÐa tou eÐnai energĹ, ÿste h pija-

nìthta epituqÐac tou eÐnai to ginìmeno twn pijanotătwn twn antÐstoiqwn epimèrouc

stoiqeÐwn dhladă,

P(èna seiriakì uposÔsthma epitugqĹnei) = p1p2 · · · pm.

àna parĹllhlo uposÔsthma epitugqĹnei eĹn opoiodăpote apì ta stoiqeÐa tou eÐnai

energì, Ĺra h pijanìthta apotuqÐac tou eÐnai to ginìmeno twn pijanotătwn apotuqÐac

twn antÐstoiqwn epimèrouc stoiqeÐwn tou, dhladă,

P(èna parĹllhlo uposÔsthma epitugqĹnei) = 1 − P(èna parĹllhlo uposÔsthma

apotugqĹnei)

= 1 − (1 − p1)(1 − p2) · · · (1 − pm).

An epistrèyoume tÿra sto dÐktuo tou Sq. 1.15(a), mporoÔme na upologÐsoume

thn pijanìthta epituqÐac (èna monopĹti apì ton A ston B eÐnai diajèsimo) seiriakĹ,

qrhsimopoiÿntac touc prohgoÔmenouc tÔpouc, kai xekinÿntac apì to tèloc. Ac qrh-

simopoiăsoume to sumbolismì X → Y gia na dhlÿsoume to gegonìc ìti upĹrqei

(pijanÿc èmmesh) sÔndesh apì ton kìmbo X ston kìmbo Y . Tìte,

P(C → B) = 1 −
(
1 − P(C → E kai E → B)

)(
1 − P(C → F kai F → B)

)

= 1 − (1 − pCEpEB)(1 − pCF pFB)

= 1 − (1 − 0.8 · 0.9)(1 − 0.95 · 0.85)

= 0.946,
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P(A → C kai C → B) = P(A → C)P(C → B) = 0.9 · 0.946 = 0.851,

P(A → D kai D → B) = P(A → D)P(D → B) = 0.75 · 0.95 = 0.712,

kai telikĹ èqoume th zhtoÔmenh pijanìthta

P(A → B) = 1 −
(
1 − P(A → C kai C → B)

)(
1 − P(A → D kai D → B)

)

= 1 − (1 − 0.851)(1 − 0.712)

= 0.957.

AnexĹrthtec Epanalăyeic kai Diwnumikèc Pijanìthtec

EĹn èna peÐrama perilambĹnei mÐa akoloujÐa apì anexĹrthta allĹ Ðdia stĹdia,

tìte lème ìti èqoume mÐa akoloujÐa apì anexĹrthtec epanalăyeic. Sthn eidikă

perÐptwsh ìpou èqoume mìno dÔo dunatĹ apotelèsmata se kĹje stĹdio, lème ìti

èqoume mÐa akoloujÐa apì anexĹrthtec epanalăyeic Bernoulli . Ta dÔo dunatĹ

apotelèsmata mporeÐ na eÐnai opoiadăpote, dhladă, “brèqei” ă “den brèqei” ,

allĹ suqnĹ ja anaferìmaste se rÐyeic nomismĹtwn kai ja apokaloÔme ta dÔo

apotelèsmata “korÿna” (K) kai “grĹmmata” (G).

Jewrăste èna peÐrama to opoÐo apoteleÐtai apì n anexĹrthtec rÐyeic enìc

nomÐsmatoc, kai sto opoÐo h pijanìthta korÿnac eÐnai p, ìpou p ènac arijmìc

metaxÔ 0 kai 1. Sthn perÐptwsh aută, anexarthsÐa shmaÐnei ìti ta gegonìta

A1, A2, . . . , An eÐnai anexĹrthta, ìpou Ai = {i-ostă rÐyh eÐnai korÿna}.

MporoÔme na apeikonÐsoume anexĹrthtec epanalăyeic Bernoulli mèsw mÐ-

ac akoloujiakăc perigrafăc, ìpwc deÐqnei to Sq. 1.16 gia thn perÐptwsh ìpou

n = 3. H desmeumènh pijanìthta opoiasdăpote rÐyhc na eÐnai korÿna, upì

th dèsmeush opoiwndăpote prohgoÔmenwn apotelesmĹtwn eÐnai p, lìgw ane-

xarthsÐac. Ăra, me ton pollaplasiasmì twn desmeumènwn pijanotătwn katĹ

măkoc tou antÐstoiqou monopatioÔ tou dèndrou, parathroÔme ìti opoiodăpote

apotèlesma (măkouc 3 akoloujÐa korwnÿn kai grammĹtwn) pou perilambĹnei k
korÿnec kai 3 − k grĹmmata èqei pijanìthta pk(1 − p)3−k. O tÔpoc autìc epe-

kteÐnetai sth genikă perÐptwsh ìpou o arijmìc twn rÐyewn eÐnai n. Tìte èqoume

ìti h pijanìthta opoiasdăpote măkouc n akoloujÐac h opoÐa perilambĹnei k
korÿnec kai n− k grĹmmata eÐnai pk(1− p)n−k, gia ìla ta k apì to 0 mèqri to

n.



48 Deigmatikìc Qÿroc kai Pijanìthta Kef. 1

p

p

p

p

p

p

p

KK

ÊÃ

ÃÊ

ÃÃ

K

Ã

1 - p

1 - p

1 - p

1 - p

1 - p

1 - p

1 - p

KKK

KKÃ

ÊÃÊ

ÊÃÃ

ÃÊÊ

ÃÊÃ

ÃÃÊ

ÃÃÃ

Ðéè. =p2(1 - p)

Ðéè. =p3

Ðéè. =p(1 - p)2

Ðéè. =p2(1 - p)

Ðéè. =p2(1 - p)

Ðéè. =p(1 - p)2

Ðéè. =p(1 - p)2

Ðéè. = (1 - p)3

Sqăma 1.16: Akoloujiakă perigrafă enìc peirĹmatoc to opoÐo perilambĹnei treic ane-

xĹrthtec rÐyeic enìc nomÐsmatoc. KatĹ măkoc twn kladiÿn tou dèndrou, katagrĹfoume tic

antÐstoiqec desmeumènec pijanìthtec, kai sÔmfwna me ton kanìna tou pollaplasiasmoÔ,

h pijanìthta na èqoume mÐa sugkekrimènh akoloujÐa măkouc 3 upologÐzetai pollaplasiĹ-

zontac tic pijanìthtec oi opoÐec èqoun katagrafeÐ katĹ măkoc tou antÐstoiqou monopatioÔ

tou dèndrou.

Ac jewrăsoume tÿra thn pijanìthta

p(k) = P(k korÿnec emfanÐzontai se mÐa akoloujÐa n rÐyewn),

h opoÐa ja paÐxei argìtera èna shmantikì rìlo. àqoume deÐxei parapĹnw ìti h

pijanìthta opoiasdăpote dedomènhc akoloujÐac h opoÐa perilambĹnei k korÿ-

nec eÐnai pk(1 − p)n−k, Ĺra èqoume

p(k) =

(

n

k

)

pk(1 − p)n−k,

ìpou qrhsimopoioÔme to sumbolismì

(

n

k

)

=
plăjoc twn diaforetikÿn măkouc n akoloujiÿn rÐyewn
oi opoÐec perilambĹnoun k korÿnec.

Oi arijmoÐ
(n
k

)
eÐnai gnwstoÐ wc diwnumikoÐ suntelèstec kai oi pijanìthtec p(k)

eÐnai gnwstèc wc diwnumikèc pijanìthtec. Qrhsimopoiÿntac èna epiqeÐrhma

arÐjmhshc, to opoÐo ja dojeÐ sthn ParĹgrafo 1.6, ja deÐxoume ìti

(

n

k

)

=
n!

k! (n − k)!
, k = 0, 1, . . . , n,
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ìpou gia opoiodăpote akèraio i sumbolÐzoume

i! = 1 · 2 · · · (i − 1) · i,

kai, katĹ sÔmbash, 0! = 1. MÐa enallaktikă epalăjeush skiagrafeÐtai sta

problămata sto tèloc tou kefalaÐou. Shmeiÿste ìti efìson oi diwnumikèc pi-

janìthtec p(k) èqoun Ĺjroisma 1, èqoume ton tÔpo

n∑

k=0

(

n

k

)

pk(1 − p)n−k = 1.

ParĹdeigma 1.25. Poiìthta Exuphrèthshc. ànac organismìc o opoÐoc parèqei

uphresÐec prìsbashc sto diadÐktuo, èqei egkatastăsei c modemsgia thn exuph-

rèthsh twn anagkÿn enìc plhjusmoÔ n pelatÿn. EktimĹtai ìti kĹpoia dedomènh

stigmă, kĹje pelĹthc ja èqei anĹgkh mÐac sÔndeshc me pijanìthta p, anexĹrthta

apì touc Ĺllouc. Poia eÐnai h pijanìthta ìti oi pelĹtec pou qreiĹzontai sÔndesh

eÐnai perissìteroi apì ta upĹrqonta modems?
H pijanìthta ìti upĹrqoun sugqrìnwc perissìteroi apì c pelĹtec oi opoÐoi

qreiĹzontai mÐa sÔndesh eÐnai Ðsh me

n∑

k=c+1

p(k),

ìpou

p(k) =

(
n

k

)

pk(1 − p)n−k

eÐnai oi diwnumikèc pijanìthtec. Gia parĹdeigma, eĹn n = 100, p = 0.1, kai c = 15,

h zhtoÔmenh pijanìthta upologÐzetai ìti eÐnai 0.0399.

To parĹdeigma autì eÐnai antiproswpeutikì tou prosdiorismoÔ tou megèjouc

mÐac monĹdac exuphrèthshc me skopì thn ikanopoÐhsh twn anagkÿn enìc omoioge-

noÔc plhjusmoÔ o opoÐoc apoteleÐtai apì pelĹtec pou sumperifèrontai anexĹrthta

o ènac apì ton Ĺllo. To prìblhma eÐnai na epilegeÐ to mègejoc thc monĹdac exuph-

rèthshc, me skopì na epiteuqjeÐ kĹpoia elĹqisth pijanìthta (suqnĹ apokaloÔmenh

poiìthta exuphrèthshc), ÿste kanènac pelĹthc na mhn meÐnei qwrÐc exuphrèthsh.

1.6 ARIJMHSH

O upologismìc twn pijanotătwn suqnĹ apaiteÐ thn arÐjmhsh twn apotelesmĹ-

twn diaforetikÿn gegonìtwn. àqoume ădh parathrăsei dÔo plaÐsia ìpou pro-

kÔptei arÐjmhsh.
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(a) ätan o deigmatikìc qÿroc Ω apoteleÐtai apì èna peperasmèno plăjoc iso-

pÐjanwn apotelesmĹtwn gia ta opoÐa isqÔei o diakritìc kai omoiìmorfoc

nìmoc pijanotătwn. Tìte, h pijanìthta opoioudăpote gegonìtoc A dÐnetai

apì

P(A) =
plăjoc twn stoiqeÐwn tou A

plăjoc twn stoiqeÐwn tou Ω
,

kai perilambĹnei thn arÐjmhsh twn stoiqeÐwn tou A kai tou Ω.

(b) ätan epijumoÔme na upologÐsoume thn pijanìthta enìc gegonìtoc A to o-

poÐo perièqei èna peperasmèno plăjoc isopÐjanwn apotelesmĹtwn, kajèna

apì autĹ me mÐa gnwstă pijanìthta p. Tìte h pijanìthta tou A dÐnetai apì

P(A) = p · (plăjoc twn stoiqeÐwn tou A),

kai perilambĹnei thn arÐjmhsh twn stoiqeÐwn tou A. àna tètoiou eÐdouc

parĹdeigma eÐnai o upologismìc thc pijanìthtac k korwnÿn se n rÐyeic

enìc nomÐsmatoc (oi diwnumikèc pijanìthtec). EÐdame sthn prohgoÔmenh

parĹgrafo ìti h pijanìthta kĹje diaforetikăc akoloujÐac h opoÐa peri-

lambĹnei k korÿnec lambĹnetai eÔkola, allĹ o upologismìc tou plăjouc

ìlwn twn akoloujiÿn tètoiou tÔpou eÐnai, kĹpwc perÐplokoc.

KatĹ kanìna, enÿ h arÐjmhsh eÐnai jewrhtikĹ kĹti aplì, eÐnai suqnĹ mÐa

prìklhsh; h tèqnh thc arÐjmhshc apoteleÐ èna megĹlo mèroc thc epistămhc

thc sunduastikăc. Sthn parĹgrafo aută, parousiĹzoume tic basikèc arqèc thc

arÐjmhshc kai tic efarmìzoume s’ èna plăjoc katastĹsewn tic opoÐec sunantĹme

suqnĹ se montèla pijanotătwn.

H Arqă thc ArÐjmhshc

H arqă thc arÐjmhshc basÐzetai sthn mèjodo “diaÐrei kai basÐleue” , ìpou h a-

rÐjmhsh qwrÐzetai se stĹdia, qrhsimopoiÿntac èna dèndro. Gia parĹdeigma, je-

wrăste èna peÐrama to opoÐo apoteleÐtai apì dÔo diadoqikĹ stĹdia. Ta dunatĹ

apotelèsmata tou prÿtou stadÐou eÐnai a1, a2, . . . , am; Ta dunatĹ apotelèsmata

tou deÔterou stadÐou eÐnai b1, b2, . . . , bn. Tìte, ta dunatĹ apotelèsmata enìc

peirĹmatoc pou apoteleÐtai apì dÔo stĹdia eÐnai ìla ta diatetagmèna zeÔgh

(ai, bj), i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. Parathrăste ìti to plăjoc twn diate-

tagmènwn zeugÿn isoÔtai me mn. H paratărhsh aută mporeÐ na genikeuteÐ wc

akoloÔjwc (bl., epÐshc Sq. 1.17).
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Sqăma 1.17: Apeikìnish thc basikăc arqăc arÐjmhshc. H arÐjmhsh apoteleÐtai apì r
stĹdia (r = 4 sto sqăma). To prÿto stĹdio èqei n1 dunatĹ apotelèsmata. Gia kĹje

dunatì apotèlesma twn prÿtwn i− 1 stadÐwn, upĹrqoun ni dunatĹ apotelèsmata sto i-
ostì stĹdio. To plăjoc twn fÔllwn eÐnai n1n2 · · ·nr . Autìc eÐnai o zhtoÔmenoc arijmìc.

H Arqă thc ArÐjmhshc

Jewrăste mÐa diadikasÐa h opoÐa perilambĹnei r stĹdia. Upojèste ìti:

(a) UpĹrqoun n1 dunatĹ apotelèsmata sto prÿto stĹdio.

(b) Gia kĹje dunatì apotèlesma tou prÿtou stadÐou, upĹrqoun n2 du-

natĹ apotelèsmata sto deÔtero stĹdio.

(g) Pio genikĹ, gia kĹje dunatì apotèlesma twn prÿtwn i − 1 stadÐwn,

upĹrqoun ni dunatĹ apotelèsmata sto i-ostì stĹdio.

Tìte, o sunolikìc arijmìc twn dunatÿn apotelesmĹtwn thc sunolikăc dia-

dikasÐac eÐnai

n1n2 · · ·nr.

ParĹdeigma 1.26. To Plăjoc twn Arijmÿn Thlefÿnou. ànac arijmìc thlefÿnou

(sthn Amerikă) eÐnai mÐa akoloujÐa 7 yhfÐwn, allĹ to prÿto yhfÐo prèpei na eÐnai

diaforetikì apì 0 ă 1. Pìsoi diaforetikoÐ arijmoÐ thlefÿnou upĹrqoun? MporoÔ-

me na fantastoÔme thn epilogă mÐac akoloujÐac wc mÐa seiriakă diadikasÐa, ìpou

epilègoume kĹje forĹ èna yhfÐo. àqoume èna sÔnolo 7 stadÐwn, kai mÐa epilogă
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enìc apì 10 stoiqeÐa se kĹje stĹdio, ektìc tou prÿtou stadÐou ìpou èqoume mìno

8 epilogèc. Epomènwc, h apĹnthsh eÐnai

8 · 10 · 10 · · ·10
︸ ︷︷ ︸

6 forèc

= 8 · 106.

ParĹdeigma 1.27. To Plăjoc twn Uposunìlwn enìc Sunìlou n StoiqeÐwn. Je-

wrăste èna sÔnolo n stoiqeÐwn {s1, s2, . . . , sn}. Pìsa uposÔnola èqei to sÔnolo

autì (sumperilambanomènou tou Ðdiou kai tou kenoÔ sunìlou)? MporoÔme na fanta-

stoÔme thn epilogă enìc uposunìlou wc mÐa seiriakă diadikasÐa ìpou exetĹzoume

èna stoiqeÐo kĹje forĹ kai apofasÐzoume na to sumperilĹboume sto sÔnolo ă ìqi.

àqoume èna sÔnolo apì n stĹdia kai mÐa duadikă epilogă se kĹje stĹdio. Epomènwc,

o arijmìc twn uposunìlwn eÐnai

2 · 2 · · · 2
︸ ︷︷ ︸

n forèc

= 2n.

Shmeiÿnoume ìti h Arqă thc ArÐjmhshc isqÔei akìmh kai an to kĹje stĹ-

dio odhgeÐ se èna diaforetikì sÔnolo dunatÿn apotelesmĹtwn, ktl. O mìnoc

periorismìc eÐnai ìti to plăjoc twn dunatÿn apotelesmĹtwn tou kĹje stadÐou

eÐnai stajerì, asqètwc me to apotèlesma tou prohgoÔmenou stadÐou.

Sth sunèqeia, ja estiĹsoume se dÔo tÔpouc arÐjmhshc pou perilambĹnoun

thn epilogă k antikeimènwn apì mÐa sullogă n antikeimènwn. EĹn h seirĹ thc

epilogăc èqei shmasÐa, tìte h epilogă lègetai metĹjesh, diaforetikĹ, lègetai

sunduasmìc. Sthn sunèqeia, ja suzhtăsoume mÐa pio genikă arqă arÐjmhshc, h

opoÐa aforĹ mÐa diamèrish mÐac sullogăc n antikeimènwn se pollĹ uposÔnola.

k-Metajèseic

ArqÐzoume me n diaforetikĹ antikeÐmena, kai èstw ìti to k eÐnai kĹpoioc jeti-

kìc akèraioc, me k ≤ n. Jèloume na metrăsoume to plăjoc twn diaforetikÿn

trìpwn pou mporoÔme na dialèxoume k apì ta n antikeÐmena kai na ta topoje-

tăsoume se mÐa akoloujÐa, dhladă, to plăjoc twn diaforetikÿn akoloujiÿn k
antikeimènwn. MporoÔme na dialèxoume prÿta opoiodăpote apì ta n antikeÐme-

na. AfoÔ dialèxoume to prÿto, upĹrqoun n−1 dunatèc epilogèc gia to deÔtero;

dedomènhc thc epilogăc twn dÔo prÿtwn, upĹrqoun n − 2 diajèsimec epilogèc

gia to trÐto stĹdio, k.o.k. ätan eÐmaste ètoimoi na dialèxoume to teleutaÐo (to

k-ostì) antikeÐmeno, èqoume ădh epilèxei k−1 antikeÐmena, prĹgma to opoÐo mac

epitrèpei n− (k − 1) epilogèc gia to teleutaÐo. Me bĹsh thn Arqă thc ArÐjmh-

shc, to plăjoc twn dunatÿn akoloujiÿn, tic opoÐec apokaloÔme k-metajèseic,
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eÐnai

n(n − 1) · · · (n − k + 1) =
n(n − 1) · · · (n − k + 1)(n − k) · · · 2 · 1

(n − k) · · · 2 · 1

=
n!

(n − k)!
.

Sthn eidikă perÐptwsh pou k = n, to plăjoc twn dunatÿn akoloujiÿn, pou

lègontai metajèseic, eÐnai

n(n − 1)(n − 2) · · · 2 · 1 = n!.

(QrhsimopoieÐste k = n ston tÔpo tou plăjouc twn k-metajèsewn, kai jumh-

jeÐte thn paradoqă 0! = 1.)

ParĹdeigma 1.28. Ac arijmăsoume to plăjoc twn lèxewn pou apoteloÔntai apì

tèssera diaforetikĹ grĹmmata. Autì eÐnai to prìblhma arÐjmhshc 4-metajèsewn

twn 24 grammĹtwn thc alfabătou. O zhtoÔmenoc arijmìc eÐnai

n!

(n − k)!
=

24!

20!
= 24 · 23 · 22 · 21 = 255, 024.

H arÐjmhsh twn metajèsewn mporeÐ na sunduasteÐ me thn Arqă thc ArÐj-

mhshc gia thn epÐlush pio perÐplokwn problhmĹtwn arÐjmhshc.

ParĹdeigma 1.29. àqete n1 CD klassikăc mousikăc, n2 CD rok mousikăc, kai n3

CD dhmotikăc mousikăc. Me pìsouc diaforetikoÔc trìpouc mporeÐte na ta diatĹxe-

te, ètsi ÿste ta CD Ðdiou tÔpou mousikăc na eÐnai suneqìmena?

QwrÐzoume to prìblhma se dÔo stĹdia, ìpou prÿta epilègoume th seirĹ twn

tÔpwn twn CD kai metĹ th seirĹ twn CD tou Ðdiou tÔpou. UpĹrqoun 3! diatetagmènec

seirèc twn tÔpwn twn CD (p.q. klassikă/rok/dhmotikă, rok/dhmotikă/klassikă,

ktl.) kai upĹrqoun n1! (ă n2!, ă n3!) metajèseic CD klassikăc (ă rok, ă dhmotikăc,

antÐstoiqa). Ăra gia kĹje mÐa apì tic 3! CD tÔpou seirèc, upĹrqoun n1! n2! n3!
diatĹxeic twn CD kai to zhtoÔmeno sunolikì plăjoc eÐnai 3! n1! n2! n3!.

SunduasmoÐ

Endiaferìmaste na epilèxoume mÐa epitropă k atìmwn apì n diajèsima Ĺtoma.

Pìsec diaforetikèc epitropèc eÐnai dunatèc? Pio afhrhmèna, autì eÐnai to Ðdio

me to prìblhma thc arÐjmhshc tou plăjouc twn uposunìlwn k stoiqeÐwn enìc

dedomènou sunìlou n stoiqeÐwn. Parathrăste ìti to na epilèxoume èna sun-

duasmì eÐnai diaforetikì apì to na epilèxoume mÐa k-metĹjesh, epeidă se èna
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sunduasmì den upĹrqei seirĹ me thn opoÐa epilègoume ta stoiqeÐa. Ăra gia

parĹdeigma, enÿ oi 2-metajèseic twn grammĹtwn A, B, C, kai D eÐnai

AB, AC, AD, BA, BC, BD, CA, CB, CD, DA, DB, DC,

oi sunduasmoÐ twn dÔo apì ta tèssera grĹmmata eÐnai

AB, AC, AD, BC, BD, CD.

(Efìson ta stoiqeÐa enìc sunduasmoÔ den eÐnai diatetagmèna, to BA den jew-

reÐtai ìti eÐnai diaforetikì apì to AB.)

Gia na arijmăsoume to plăjoc twn sunduasmÿn, parathroÔme ìti to na

epilèxoume mÐa k-metĹjesh eÐnai to Ðdio me to na epilèxoume prÿta èna sun-

duasmì k stoiqeÐwn kai metĹ na ta diatĹxoume. Epeidă upĹrqoun k! trìpoi

diĹtaxhc k epilegmènwn stoiqeÐwn, parathroÔme ìti to plăjoc n!/(n − k)! twn

k-metajèsewn isoÔtai me to plăjoc twn sunduasmÿn epÐ k!. Ăra, o arijmìc twn

dunatÿn sunduasmÿn, isoÔtai me

n!

k! (n − k)!
.

Ac sundèsoume tÿra thn parapĹnw èkfrash me to suntelestă thc diw-

numikăc, ton opoÐo sumbolÐsame me
(n
k

)
kai orÐsame sthn ParĹgrafo 1.5 wc

to plăjoc twn akoloujiÿn n rÐyewn me k korÿnec. ParathroÔme ìti to na

prosdiorÐsoume mÐa akoloujÐa n rÐyewn me k korÿnec eÐnai to Ðdio me to na

epilèxoume k stoiqeÐa (ìla autĹ pou antistoiqoÔn se korÿnec) apì to sÔnolo

twn n-rÐyewn/stoiqeÐwn, dhladă, èna sunduasmì k apì n antikeÐmena. Ăra, o

suntelestăc thc diwnumikăc dÐnetai epÐshc apì ton Ðdio tÔpo kai èqoume

(

n

k

)

=
n!

k! (n − k)!
.

ParĹdeigma 1.30. To plăjoc twn sunduasmÿn me dÔo apì ta tèssera grĹmmata

A, B, C, kai D prokÔptei me to na jèsoume n = 4 kai k = 2. Ăra èqoume

(
4

2

)

=
4!

2! 2!
= 6,

pou sumfwneÐ me autì pou dìjhke nwrÐtera.

AxÐzei na parathrăsoume ìti ta epiqeirămata arÐjmhshc odhgoÔn se tÔpou-

c pou eÐnai dÔskolo na apodeiqjoÔn algebrikĹ. àna parĹdeigma eÐnai o tÔpoc
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thc diwnumikăc
n∑

k=0

(

n

k

)

pk(1 − p)n−k = 1,

ton opoÐo suzhtăsame sth ParĹgrafo 1.5. Sthn eidikă perÐptwsh ìpou p = 1/2,

o tÔpoc gÐnetai
n∑

k=0

(

n

k

)

= 2n,

kai epidèqetai mÐa aplă ermhneÐa. Epeidă to
(n
k

)
eÐnai to plăjoc twn uposunìlwn

k-stoiqeÐwn enìc dedomènou sunìlou n-stoiqeÐwn, to Ĺjroisma twn timÿn
(n
k

)
gia

ìla ta k metrĹei to plăjoc ìlwn twn dunatÿn uposunìlwn (plhjikìthta twn

uposunìlwn). Epomènwc, eÐnai Ðso me to plăjoc ìlwn twn uposunìlwn enìc

sunìlou n stoiqeÐwn, to opoÐo eÐnai 2n.

DiamerÐseic

Ac jumhjoÔme ìti ènac sunduasmìc apoteleÐtai apì k stoiqeÐa epilegmèna apì

èna sÔnolo n stoiqeÐwn, qwrÐc na mac endiafèrei h seirĹ epilogăc. Ăra, ènac

sunduasmìc mporeÐ na jewrhjeÐ wc mÐa diamèrish enìc sunìlou se dÔo uposÔ-

nola: to èna uposÔnolo perièqei k stoiqeÐa kai to Ĺllo uposÔnolo perièqei ta

upìloipa n − k. GenikeÔoume tÿra jewrÿntac diamerÐseic se perissìtera apì

dÔo uposÔnola.

Mac dÐnetai èna sÔnolo n stoiqeÐwn kai mh arnhtikoÐ akèraioi n1, n2, . . . , nr,

twn opoÐo to Ĺjroisma eÐnai n. JewroÔme diamerÐseic tou sunìlou se r uposÔ-

nola, me to i-ostì uposÔnolo na perièqei akribÿc ni stoiqeÐa. Ac upologÐsoume

me pìsouc trìpouc autì sumbaÐnei.

DhmiourgoÔme ta uposÔnola diadoqikĹ. àqoume
( n
n1

)
trìpouc gia na dh-

miourgăsoume to prÿto uposÔnolo. àqwntac, dhmiourgăsei to prÿto uposÔno-

lo, mac apomènoun n − n1 stoiqeÐa. Qreiazìmaste na epilèxoume n2 apì autĹ

gia na dhmiourgăsoume to deÔtero uposÔnolo, kai èqoume
(n−n1

n2

)

epilogèc, kt-

l. Qrhsimopoiÿntac thn Arqă thc ArÐjmhshc gia th diadikasÐa r stadÐwn, to

sunolikì plăjoc epilogÿn eÐnai

(

n

n1

)(

n − n1

n2

)(

n − n1 − n2

n3

)

· · ·

(

n − n1 − · · · − nr−1

nr

)

,

to opoÐo eÐnai Ðso me to

n!

n1! (n − n1)!
·

(n − n1)!

n2! (n − n1 − n2)!
· · ·

(n − n1 − · · · − nr−1)!

(n − n1 − · · · − nr−1 − nr)!nr!
.
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ParathroÔme ìti polloÐ ìroi aplopoioÔntai kai mac mènei to

n!

n1!n2! · · · nr!
.

To parapĹnw onomĹzetai poluwnumikìc suntelestăc kai sunăjwc dhlÿnetai

wc
(

n

n1, n2, . . . , nr

)

.

ParĹdeigma 1.31. AnagrammatismoÐ. Pìsec diaforetikèc lèxeic (akoloujÐec gram-

mĹtwn) mporoÔme na èqoume anadiatĹssontac ta grĹmmata sth lèxh TATTOO? U-

pĹrqoun 6 jèseic gia na gemÐsoume me ta grĹmmata pou diajètoume. KĹje anadiĹtaxh

antistoiqeÐ se mÐa diamèrish tou sunìlou twn 6 jèsewn se mÐa omĹda megèjouc 3

(tic jèseic pou paÐrnei to grĹmma T), mÐa omĹda megèjouc 1 (th jèsh pou paÐrnei to

grĹmma A), kai mÐa omĹda megèjouc 2 (tic jèseic pou paÐrnei to grĹmma O). Ăra, o

zhtoÔmenoc arijmìc eÐnai

6!

1! 2! 3!
=

1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6

1 · 1 · 2 · 1 · 2 · 3
= 60.

MporoÔme na apodeÐxoume to apotèlesma autì me èna enallaktikì epiqeÐrhma.

(To epiqeÐrhma autì mporoÔme, epÐshc, na to qrhsimopoiăsoume gia na apodeÐxoume

ton tÔpo tou poluwnumikoÔ suntelestă; blèpe problămata sto tèloc tou kefalaÐ-

ou.) Ac grĹyoume th lèxh TATTOO sth morfă T1AT2T3O1O2 prospoioÔmenoi

proswrinĹ ìti èqoume na kĹnoume me 6 diakritĹ antikeÐmena. AutĹ ta 6 antikeÐmena

mporoÔn na anadiataqjoÔn me 6! diaforetikoÔc trìpouc. EntoÔtoic, opoiesdăpote

apì tic 3! dunatèc metajèseic T1, T2, kai T3, ìpwc kai ìlec oi 2! dunatèc metajè-

seic tou O1 kai O2, odhgoÔn sthn Ðdia lèxh. Epomènwc, ìtan oi deÐktec afairejoÔn

upĹrqoun mìno 6!/(3! 2!) diaforetikèc lèxeic.

ParĹdeigma 1.32. MÐa tĹxh h opoÐa apoteleÐtai apì 4 metaptuqiakoÔc kai 12

proptuqiakoÔc foithtèc diaireÐtai tuqaÐa se tèsseric omĹdec twn 4. Poia eÐnai h

pijanìthta ìti kĹje omĹda perilambĹnei èna metaptuqiakì foithtă? Autì eÐnai to

Ðdio me to ParĹdeigma 1.11 sthn ParĹgrafo 1.3, allĹ tÿra ja qrhsimopoiăsoume

èna diaforetikì epiqeÐrhma arÐjmhshc.

Kat’ arqĹc prosdiorÐzoume th fÔsh tou deigmatikoÔ qÿrou. àna tupikì a-

potèlesma eÐnai ènac sugkekrimènoc trìpoc diamèrishc twn 16 foithtÿn se omĹdec

twn 4. JewroÔme ìti o ìroc “tuqaÐa” ennoeÐ ìti kĹje dunată diamèrish eÐnai isopÐ-

janh, ètsi ÿste o upologismìc thc pijanìthtac mporeÐ na anaqjeÐ se èna prìblhma

arÐjmhshc.

SÔmfwna me thn prohgoÔmenh suzăthsh mac, upĹrqoun

(
16

4, 4, 4, 4

)

=
16!

4! 4! 4! 4!
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diaforetikèc diamerÐseic kai autì eÐnai to mègejoc tou deigmatikoÔ qÿrou.

Ac estiastoÔme tÿra sto gegonìc ìti kĹje omĹda perièqei èna metaptuqiakì

foithtă. àna apotèlesma me aută thn idiìthta dhmioÔrgeitai kai mporeÐ na epiteuq-

jeÐ se dÔo stĹdia:

(a) àqete touc tèsseric metaptuqiakoÔc kai touc dianèmete stic tèsseric omĹdec; u-

pĹrqoun tèsseric epilogèc gia thn omĹda tou prÿtou metaptuqiakoÔ foithtă, treic

epilogèc gia ton deÔtero kai dÔo epilogèc gia ton trÐto. Ăra, upĹrqoun 4! epilogèc

s’ autì to stĹdio.

(b) àqete touc upìloipouc 12 proptuqiakoÔc foithtèc kai touc dianèmete stic tèsseric

omĹdec (3 foithtèc se kĹje mÐa). Autì gÐnetai me

(
12

3, 3, 3, 3

)

=
12!

3! 3! 3! 3!

diaforetikoÔc trìpouc.

Me bĹsh thn Arqă thc ArÐjmhshc, to gegonìc pou mac endiafèrei sumbaÐnei me

4! 12!

3! 3! 3! 3!

diaforetikoÔc trìpouc. H pijanìthta autoÔ tou gegonìtoc eÐnai

4! 12!

3! 3! 3! 3!

16!

4! 4! 4! 4!

.

MetĹ apì merikèc aplopoiăseic, brÐskoume ìti autì isoÔtai me

12 · 8 · 4

15 · 14 · 13
,

to opoÐo sumfwneÐ me thn apĹnthsh pou părame sto ParĹdeigma 1.11.

SunoyÐzoume ìla ta apotelèsmata ArÐjmhshc ta opoÐa èqoume anaptÔxei.

SÔnoyh twn ApotelesmĹtwn ArÐjmhshc

• Metajèseic twn n antikeimènwn: n!.

• k-metajèseic twn n antikeimènwn: n!/(n − k)!.

• SunduasmoÐ twn k apì n antikeÐmena:

(

n

k

)

=
n!

k! (n − k)!
.
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• DiamerÐseic twn n antikeimènwn se r omĹdec, me thn i-ostă omĹda na

èqei ni antikeÐmena:

(

n

n1, n2, . . . , nr

)

=
n!

n1!n2! · · ·nr!
.

1.7 SUNOYH KAI SUZHTHSH

àna prìblhma pijanìthtac mporeÐ na qwristeÐ se merikĹ basikĹ bămata:

(a) Thn perigrafă tou deigmatikoÔ qÿrou, dhladă, to sÔnolo twn dunatÿn

apotelesmĹtwn enìc dedomènou peirĹmatoc.

(b) Ton (pijanĹ èmmeso) prosdiorismì tou nìmou pijanìthtac (thn pijanìthta

kĹje gegonìtoc).

(g) Ton upologismì twn pijanotătwn kai twn desmeumènwn pijanotătwn diafì-

rwn gegonìtwn pou mac endiafèroun.

Oi pijanìthtec twn gegonìtwn prèpei na ikanopoioÔn ta axiÿmata thc mh arnh-

tikìthtac, thc prosjetikìthtac kai thc kanonikopoÐhshc. Sth shmantikă eidikă

perÐptwsh ìpou to sÔnolo twn dunatÿn apotelesmĹtwn eÐnai peperasmèno, mpo-

reÐ kaneÐc na prosdiorÐsei thn pijanìthta kĹje apotelèsmatoc kai na upologÐ-

sei thn pijanìthta opoioudăpote gegonìtoc, prosjètontac tic pijanìthtec twn

stoiqeÐwn tou gegonìtoc.

Dedomènou enìc nìmou pijanìthtac, endiaferìmaste suqnĹ gia desmeumè-

nec pijanìthtec, oi opoÐec mac epitrèpoun na sullogistoÔme me bĹsh ellipeÐc

plhroforÐec gia to apotèlesma tou peirĹmatoc. MporoÔme na jewrăsoume ti-

c desmeumènec pijanìthtec wc nìmouc pijanotătwn eidikoÔ tÔpou, sÔmfwna me

touc opoÐouc mìno apotelèsmata ta opoÐa emperièqontai sto upì dèsmeush ge-

gonìc mporoÔn na èqoun jetikă desmeumènh pijanìthta. Oi desmeumènec pija-

nìthtec mporoÔn na upologistoÔn apì to (qwrÐc dèsmeush) nìmo pijanìthtac

qrhsimopoiÿntac ton orismì P(A |B) = P(A ∩ B)/P(B). Wstìso, h antÐstro-

fh diadikasÐa eÐnai epÐshc suqnĹ qrăsimh, dhladă, prÿta na prosdiorÐsoume

merikèc desmeumènec pijanìthtec oi opoÐec perigrĹfoun to fainìmeno pou a-

nalÔoume kai metĹ na tic qrhsimopoiăsoume gia na prosdiorÐsoume ton (qwrÐc

dèsmeush) nìmo pijanìthtac.

ParousiĹsame me paradeÐgmata treic mejìdouc upologismoÔ pijanotătwn:
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(a) Thn mèjodo thc arÐjmhshc. H mèjodoc aută efarmìzetai sthn perÐptwsh

pou o arijmìc twn dunatÿn apotelesmĹtwn eÐnai peperasmènoc kai ìla ta

apotelèsmata eÐnai isopÐjana. Gia na upologÐsoume thn pijanìthta enìc

gegonìtoc, arijmoÔme to plăjoc twn stoiqeÐwn tou gegonìtoc kai diairoÔme

dia tou plăjouc twn stoiqeÐwn tou deigmatikoÔ qÿrou.

(b) Thn akoloujiakă mèjodo. H mèjodoc aută efarmìzetai ìtan to peÐra-

ma èqei akoloujiakì qaraktăra kai oi anagkaÐec desmeumènec pijanìthtec

eÐnai dedomènec ă mporoÔn na upologistoÔn katĹ măkoc twn kladiÿn tou

antÐstoiqou dèndrou (qrhsimopoiÿntac Ðswc thn mèjodo thc arÐjmhshc). Oi

pijanìthtec diafìrwn gegonìtwn tìte upologÐzontai me pollaplasiasmì

twn desmeumènwn pijanotătwn katĹ măkoc twn antÐstoiqwn kladiÿn tou

dèndrou, qrhsimopoiÿntac ton kanìna tou pollaplasiasmoÔ.

(g) H mèjodoc diaÐrei kai basÐleue. Edÿ, oi pijanìthtec P(B) twn diafì-

rwn gegonìtwn B upologÐzontai apì tic desmeumènec pijanìthtec P(B |Ai),
ìpou ta Ai eÐnai gegonìta pou apoteloÔn mÐa diamèrish tou deigmatikoÔ

qÿrou kai èqoun gnwstèc pijanìthtec P(Ai). Tìte oi pijanìthtec P(B),
upologÐzontai qrhsimopoiÿntac to jeÿrhma thc sunolikăc pijanìthtac.

EpÐshc, parousiĹsame merikĹ parĹpleura jèmata ta opoÐa sumplhrÿnoun

ta kurÐwc jèmata. Suzhtăsame th qrăsh tou kanìna tou Bayesgia th lăyh apo-

fĹsewn, èna endiafèron pedÐo efarmogăc. EpÐshc, suzhtăsame merikèc basikèc

arqèc arÐjmhshc kai sunduastikăc.
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P R O B L H M A T A

PARAGRAFOS 1.1. SÔnola

Prìblhma 1. Jewrăste ìti rÐqnete èna exĹedro zĹri. àstw A to sÔnolo twn apotele-

smĹtwn ìpou h rÐyh eÐnai ènac Ĺrtioc arijmìc. àstw B to sÔnolo twn apotelesmĹtwn

ìpou h rÐyh eÐnai megalÔterh tou 3. Na upologÐsete kai na sugkrÐnete ta sÔnola stic

dÔo pleurèc twn nìmwn tou De Morgan

(A ∪ B)c = Ac ∩ Bc,
(
A ∩ B

)c
= Ac ∪ Bc.

Prìblhma 2. àstw A kai B dÔo sÔnola.

(a) Na deÐxete ìti

Ac = (Ac ∩ B) ∪ (Ac ∩ Bc), Bc = (A ∩ Bc) ∪ (Ac ∩ Bc).

(b) Na deÐxete ìti

(A ∩ B)c = (Ac ∩ B) ∪ (Ac ∩ Bc) ∪ (A ∩ Bc).

(g) Jewrăste ìti rÐqnete èna exĹedro zĹri. àstw A to sÔnolo twn apotelesmĹtwn

ìpou h rÐyh eÐnai ènac perittìc arijmìc. àstw B to sÔnolo twn apotelesmĹtwn

ìpou h rÐyh eÐnai mikrìterh tou 4. Na upologÐsete ta sÔnola kai stic dÔo pleurèc

tou mèrouc (b) kai na epalhjeÔsete ìti isqÔei h isìthta.

Prìblhma 3.* Na apodeÐxete thn tautìthta

A ∪
(
∩∞

n=1 Bn

)
= ∩∞

n=1(A ∪ Bn).

LÔsh. EĹn to x anăkei sto sÔnolo sta aristerĹ, upĹrqoun dÔo dunatìthtec. EÐte to

x ∈ A, opìte to x anăkei se ìla ta sÔnola A ∪ Bn kai epomènwc anăkei sto sÔnolo

sta dexiĹ. EÐte to x anăkei se ìla ta sÔnola Bn opìte sthn perÐptwsh aută anăkei se

ìla ta sÔnola A ∪ Bn kai epomènwc xanĹ anăkei sto sÔnolo sta dexiĹ.

AntÐjeta, eĹn to x anăkei sto sÔnolo sta dexiĹ, tìte anăkei sto A ∪ Bn gia ìla

ta n. EĹn to x anăkei sto A, tìte anăkei sto sÔnolo sta aristerĹ. DiaforetikĹ, to x
prèpei na anăkei se kĹje sÔnolo Bn kai xanĹ anăkei sto sÔnolo proc ta aristerĹ.

Prìblhma 4.* To epiqeÐrhma thc diagwnÐou tou Cantor. Na deÐxete ìti to monadiaÐo

diĹsthma [0, 1] eÐnai mh arijmăsimo, dhladă, ta stoiqeÐa tou den mporoÔn na topojeth-

joÔn se mÐa akoloujÐa.
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LÔsh. Opoiosdăpote arijmìc x sto [0, 1] antiproswpeÔetai apì thn anĹptuxh twn

dekadikÿn tou, p.q., 1/3 = 0.3333 · · ·. Parathrăste ìti oi perissìteroi arijmoÐ èqoun

mÐa mìno anĹptuxh dekadikÿn, allĹ upĹrqoun exairèseic. Gia parĹdeigma, to 1/2 mporeÐ

na antiproswpeuteÐ san 0.5000 · · · ă san 0.49999 · · ·. MporeÐ na apodeiqjeÐ ìti autìc

eÐnai o mìnoc tÔpoc exaÐreshc, dhladă, dekadikăc anĹptuxhc h opoÐa teleiÿnei me mÐa

Ĺpeirh seirĹ apì mhdenikĹ ă apì ennèa.

Upojèste, gia na katalăxoume se mÐa antÐfash, ìti ta stoiqeÐa tou [0, 1] mporoÔn

na topojethjoÔn se mÐa akoloujÐa x1, x2, x3, . . ., ètsi ÿste kĹje stoiqeÐo tou [0, 1]
emfanÐzetai sthn akoloujÐa. Jewrăste th dekadikă anĹptuxh tou xn:

xn = 0.a1
na2

na3
n · · · ,

ìpou to kĹje yhfÐo ai
n anăkei sto {0, 1, . . . , 9}. Jewrăste tÿra ton arijmì y o opoÐoc

dhmiourgeÐte wc akoloÔjwc. To n-ostì yhfÐo tou y mporeÐ na eÐnai 1 ă 2 kai epilègetai

ètsi ÿste na eÐnai diaforetikì apì to n-ostì yhfÐo tou xn. Parathrăste ìti to y èqei

mÐa monadikă dekadikă anĹptuxh efìson den teleiÿnei me mÐa Ĺpeirh akoloujÐa apì

mhdenikĹ ă ennèa. O arijmìc y diafèrei apì kĹje xn, efìson èqei diaforetikì n-ostì

yhfÐo. Ăra, h akoloujÐa x1, x2, . . . den exantleÐ ta stoiqeÐa tou [0, 1], antÐjeta me thn

upìjesh mac. H antÐfash apodeiknÔei ìti to sÔnolo [0, 1] eÐnai mh arijmăsimo.

PARAGRAFOS 1.2. Montèla Pijanìthtac

Prìblhma 5. Apì touc foithtèc mÐa tĹxhc, to 60% eÐnai idiofuÐec, to 70% agapoÔn

th sokolĹta kai to 40% anăkoun kai stic dÔo kathgorÐec. Na prosdiorÐsete thn pija-

nìthta ìti ènac foithtăc pou epilègetai tuqaÐa den eÐnai oÔte idiofuÐa oÔte agapĹ th

sokolĹta.

Prìblhma 6. àna exĹedro zĹri metapoieÐtai, ètsi ÿste kĹje Ĺrtia pleurĹ tou na

eÐnai dÔo forèc pio pijană apì mÐa perittă pleurĹ tou. älec oi Ĺrtiec pleurèc eÐnai

isopÐjanec, ìpwc eÐnai kai oi perittèc. Na dhmiourgăsete èna montèlo pijanìthtac gia

mÐa monadikă rÐyh tou zarioÔ autoÔ kai na breÐte thn pijanìthta ìti to apotèlesma

eÐnai mikrìtero tou 4.

Prìblhma 7. àna tetrĹedro zĹri rÐqnetai epaneilhmmèna, mèqri thn prÿth forĹ (eĹn

potè sumbeÐ) pou prokÔptei ènac Ĺrtioc arijmìc. Poioc eÐnai o deigmatikìc qÿroc tou

peirĹmatoc autoÔ?

Prìblhma 8.* H anisìthta tou Bonferroni .

(a) Na apodeÐxete ìti gia opoiadăpote dÔo gegonìta A kai B, èqoume

P(A ∩ B) ≥ P(A) + P(B) − 1.

(b) Na genikeÔsete gia thn perÐptwsh twn n gegonìtwn A1, A2, . . . , An, deÐqnontac ìti

P(A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An) ≥ P(A1) + P(A2) + · · · + P(An) − (n − 1).
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LÔsh. àqoume P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(A ∩ B) kai P(A ∪ B) ≤ 1, apì to opoÐo

sunepĹgetai to mèroc (a). Gia to mèroc (b), qrhsimopoioÔme to nìmo tou De Morgan:

1 − P(A1 ∩ · · · ∩ An) = P
(
(A1 ∩ · · · ∩ An)c

)

= P(Ac
1 ∪ · · · ∪ Ac

n)

≤ P(Ac
1) + · · · + P(Ac

n)

=
(
1 − P(A1)

)
+ · · · +

(
1 − P(An)

)

= n − P(A1) − · · · − P(An).

Prìblhma 9.* O tÔpoc egkleismoÔ-apokleismoÔ. Na deÐxete tic parakĹtw genikeÔ-

seic tou tÔpou

P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(A ∩ B).

(a) àstw ta gegonìta A, B, kai C. Tìte,

P(A∪B∪C) = P(A)+P(B)+P(C)−P(A∩B)−P(B∩C)−P(A∩C)+P(A∩B∩C).

(b) àstw ta gegonìta A1, A2, . . . , An. àstw S1 = {i | 1 ≤ i ≤ n}, S2 = {(i1, i2) | 1 ≤
i1 < i2 ≤ n}, kai pio genikĹ, èstw Sm to sÔnolo ìlwn twn m-Ĺdwn (i1, . . . , im)
deiktÿn oi opoÐoi ikanopoioÔn thn sqèsh 1 ≤ i1 < i2 < · · · < im ≤ n. Tìte,

P(∪n
k=1Ak) =

∑

i∈S1

P(Ai) −
∑

(i1,i2)∈S2

P(Ai1 ∩ Ai2)

+
∑

(i1,i2,i3)∈S3

P(Ai1 ∩ Ai2 ∩ Ai3 ) − · · · + (−1)n−1P(∩n
k=1Ak) .

LÔsh. (a) QrhsimopoioÔme touc tÔpouc P(X ∪ Y ) = P(X) + P(Y ) − P(X ∩ Y ) kai

(A ∪ B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C). àqoume

P(A ∪ B ∪ C) = P(A ∪ B) + P(C) − P
(
(A ∪ B) ∩ C

)

= P(A ∪ B) + P(C) − P
(
(A ∩ C) ∪ (B ∩ C)

)

= P(A ∪ B) + P(C) − P(A ∩ C) − P(B ∩ C) + P(A ∩ B ∩ C)

= P(A) + P(B) − P(A ∩ B) + P(C) − P(A ∩ C) − P(B ∩ C)

+ P(A ∩ B ∩ C)

= P(A) + P(B) + P(C) − P(A ∩ B) − P(B ∩ C) − P(A ∩ C)

+ P(A ∩ B ∩ C).

(b) Qrhsimopoiăste epagwgă kai epalhjeÔste to kurÐwc băma epagwgăc mimoÔmenoi

thn apìdeixh tou mèrouc (a). Gia mÐa diaforetikă apìdeixh, blèpete ta problămata sto

tèloc tou KefalaÐou 2.
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Prìblhma 10.* H idiìthta sunèqeiac twn pijanotătwn.

(a) àstw A1, A2, . . . mÐa Ĺpeirh akoloujÐa gegonìtwn, h opoÐa eÐnai “monotonikĹ aÔ-

xousa,fl to opoÐo shmaÐnei ìti An ⊂ An+1 gia kĹje n. àstw A = ∪∞
n=1An. Na

deÐxete ìti h P(A) = limn→∞ P(An). Upìdeixh: Na ekfrĹsete to gegonìc A wc

mÐa ènwsh apì mÐa arijmăsimh akoloujÐa apì xèna metaxÔ touc sÔnola.

(b) Upojèste tÿra ìti ta gegonìta eÐnai “monotonikĹ fjÐnonta,fl dhladă, An+1 ⊂
An gia kĹje n. àstw A = ∩∞

n=1An. Na deÐxete ìti h P(A) = limn→∞ P(An).
Upìdeixh: Na efarmìsete to apotèlesma tou mèrouc (a) sta sumplhrwmatikĹ twn

gegonìtwn.

(g) Jewrăste èna montèlo pijanìthtac tou opoÐou o deigmatikìc qÿroc eÐnai to sÔnolo

twn pragmatikÿn arijmÿn. Na deÐxete ìti

P
(
[0,∞)

)
= lim

n→∞
P
(
[0, n]

)
kai lim

n→∞
P
(
[n,∞)

)
= 0.

LÔsh. (a) àstw B1 = A1 kai, gia n ≥ 2, Bn = An ∩Ac
n−1. Ta gegonìta Bn eÐnai xèna

metaxÔ touc kai èqoume ∪n
k=1Bk = An, kai ∪∞

k=1Bk = A. Efarmìzoume to axÐwma thc

prosjetikìthtac gia na èqoume

P(A) =

∞∑

k=1

P(Bk) = lim
n→∞

n∑

k=1

P(Bk) = lim
n→∞

P(∪n
k=1Bk) = lim

n→∞
P(An).

(b) àstw Cn = Ac
n kai C = Ac. Efìson An+1 ⊂ An, èqoume Cn ⊂ Cn+1. Epiplèon,

C = Ac = (∩∞
n=1An)c = ∪∞

n=1A
c
n = ∪∞

n=1Cn. An qrhsimopoiăsoume to apotèlesma

tou mèrouc (a) gia thn akoloujÐa Cn, èqoume

1 − P(A) = P(Ac) = P(C) = lim
n→∞

P(Cn) = lim
n→∞

(
1 − P(An)

)
,

apì to opoÐo sumperaÐnoume ìti P(A) = limn→∞ P(An).

(g) Gia thn prÿth isìthta, qrhsimopoiăste to apotèlesma tou mèrouc (a) me An = [0, n]
kai A = [0,∞). Gia thn deÔterh, qrhsimopoiăste to apotèlesma tou mèrouc (b) me

An = [n,∞) kai A = ∩∞
n=1An = ∅.

PARAGRAFOS 1.3. Desmeumènh Pijanìthta

Prìblhma 11. RÐqnoume dÔo amerìlhpta exĹedra zĹria. Kajèna apì ta 36 dunatĹ

apotelèsmata upotÐjentai isopÐjana.

(a) Na breÐte thn pijanìthta ìti rÐqnontai diplèc.

(b) Dedomènou ìti h rÐyh èqei wc apotèlesma Ĺjroisma 4 ă ligìtero, na breÐte th

desmeumènh pijanìthta ìti rÐqnontai diplèc.

(g) Na breÐte thn pijanìthta ìti toulĹqiston èna zĹri èrqetai 6.
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(d) Dedomènou ìti ta dÔo zĹria dÐnoun diaforetikoÔc arijmoÔc, na breÐte th desmeu-

mènh pijanìthta ìti toulĹqiston èna zĹri èrqetai 6.

Prìblhma 12. àna nìmisma rÐqnetai dÔo forèc. H AlÐkh isqurÐzetai ìti to gegonìc

dÔo korwnÿn eÐnai toulĹqiston to Ðdio pijanì eĹn gnwrÐzoume ìti h prÿth rÐyh eÐnai

korÿna ă eĹn gnwrÐzoume ìti toulĹqiston mÐa apì tic rÐyeic eÐnai korÿna. EÐnai autì

swstì? AllĹzei tÐpota an to nìmisma eÐnai amerìlhpto ă kÐbdhlo? Pwc mporoÔme na

genikeÔsoume ton trìpo sullogismoÔ thc AlÐkhc?

Prìblhma 13. Mac dÐnontai trÐa nomÐsmata: to èna èqei korÿna kai stic dÔo pleurèc,

to deÔtero èqei grĹmmata kai stic dÔo pleurèc kai to trÐto èqei korÿna sthn mÐa pleurĹ

kai grĹmmata sthn Ĺllh. Epilègoume èna nìmisma sthn tÔqh, to rÐqnoume kai èrqetai

korÿna. Poia eÐnai h pijanìthta ìti h Ĺllh pleurĹ eÐnai grĹmmata?

Prìblhma 14. àna fortÐo pou apoteleÐtai apì 100 kommĹtia pernĹei apì epijeÿrhsh,

elègqontac tèssera kommmĹtia pou epilègontai. EĹn èna apì ta tèssera eÐnai elattw-

matikì, h partÐda aporrÐptetai. Poia eÐnai h pijanìthta ìti h partÐda egkrÐnetai eĹn

perièqei pènte elattwmatikĹ kommĹtia?

Prìblhma 15. àstw san gegonìta A kai B. Na deÐxete ìti P(A ∩ B |B) = P(A |B),
upojètontac ìti P(B) > 0.

PARAGRAFOS 1.4. To Jeÿrhma thc Sunolikăc Pijanìthtac kai o Kanìnac
tou Bayes

Prìblhma 16. H AlÐkh yĹqnei gia mÐa ergasÐa thc sto grafeÐo thc, to opoÐo èqei n
surtĹria. GnwrÐzei ìti Ĺfhse thn ergasÐa thc sto surtĹri j me pijanìthta pj > 0.

Ta surtĹria eÐnai tìso akatĹstata, ÿste kai an akìma mantèyei swstĹ ìti h ergasÐa

thc eÐnai sto surtĹri i, h pijanìthta na th brei eÐnai mìno di. H AlÐkh yĹqnei se

èna sugkekrimèno surtĹri, ac poÔme to surtĹri i, allĹ h èreuna eÐnai anepituqăc. Na

deÐxete ìti h desmeumènh pijanìthta na brÐsketai h ergasÐa thc sto surtĹri j eÐnai,

pj

1 − pidi

, eĹn j 6= i,
pi(1 − di)

1 − pidi

, eĹn j = i.

Prìblhma 17. Pwc ènac katÿteroc paÐkthc me mÐa anÿterh strathgikă mporeÐ

na èqei pleonèkthma. O Boris prìkeitai na paÐxei ènan agÿna skakioÔ dÔo paiqnidiÿn

me ènan antÐpalo kai prospajeÐ na brei mÐa strathgikă h opoÐa na megistopoieÐ thn

endeqìmenh nÐkh tou. àna paiqnÐdi lăgei eÐte me nÐkh enìc paÐkth, ă me isopalÐa. EĹn oi

pìntoi eÐnai akribÿc Ðsoi sto tèloc twn dÔo paiqnidiÿn, o agÿnac odhgeÐtai se katĹsta-

sh XafnikoÔ JanĹtou kai oi paÐktec suneqÐzoun na paÐzoun mèqri thn prÿth forĹ pou

ènac apì touc dÔo kerdÐsei to paiqnÐdi (kai ton agÿna). O Borisèqei dÔo stul paiqnidioÔ,

sunthrhtikì kai tolmhrì, kai mporeÐ na epilèxei èna apì ta dÔo katĹ boÔlhsh se kĹje

paiqnÐdi asqètwc me to stul pou èqei epilèxei se prohgoÔmena paiqnÐdia. Me sunthrh-

tikì paiqnÐdi, fèrnei isopalÐa me pijanìthta pd > 0, kai qĹnei me pijanìthta 1 − pd.
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Me tolmhrì paiqnÐdi, kerdÐzei me pijanìthta pw, kai qĹnei me pijanìthta 1 − pw. O

Boris pĹnta paÐzei tolmhrì paiqnÐdi katĹ th diĹrkeia XafnikoÔ JanĹtou, allĹ mporeÐ

na allĹxei stul metaxÔ twn paiqnidiÿn 1 kai 2.

(a) Na breÐte thn pijanìthta ìti o Boris kerdÐzei ton agÿna gia kĹje mÐa apì tic

parakĹtw strathgikèc:

(i) Na paÐzei tolmhrì paiqnÐdi kai sta dÔo paiqnÐdia 1 kai 2.

(ii ) Na paÐzei sunthrhtikì paiqnÐdi kai sta dÔo paiqnÐdia 1 kai 2.

(iii ) Na paÐzei sunthrhtikì paiqnÐdi ìpote prohgeÐtai stouc pìntouc kai tolmhrì

paiqnÐdi diaforetikĹ.

(b) Upojèste ìti pw < 1/2, ÿste o Boris eÐnai o qeirìteroc paÐkthc, asqètwc me to

stul paiqnidioÔ pou uiojeteÐ. Na deÐxete ìti me th strathgikă sthn perÐptwsh

(iii ) parapĹnw, upĹrqoun timèc pw kai pd, tètoiec ÿste o Boris mporeÐ na èqei

pijanìthta pĹnw apì 0.5 na kerdÐsei to paiqnÐdi. Pwc exhgeÐtai to pleonèkthma

autì?

Prìblhma 18. DÔo paÐktec enallĹssontai sto na afairoÔn mÐa mpĹla apì èna doqeÐo

to opoÐo perièqei m Ĺsprec kai n maÔrec mpĹlec. O prÿtoc paÐkthc pou afaireÐ mÐa

Ĺsprh mpĹla kerdÐzei. Na anaptÔxete èna anadromikì tÔpo o opoÐoc dieukolÔnei ton

upologismì thc pijanìthtac ìti o arqikìc paÐkthc kerdÐzei.

Prìblhma 19. Kajèna apì ta k doqeÐa perièqei m Ĺsprec kai n maÔrec mpĹlec. MÐa

mpĹla epilègetai tuqaÐa apì to doqeÐo 1 kai metafèretai sto doqeÐo 2, akoloÔjwc mÐa

mpĹla epilègetai apì to 2 kai metafèretai sto 3, k.o.k. TelikĹ, mÐa mpĹla epilègetai

tuqaÐa apì to doqeÐo k. Na deÐxete ìti h pijanìthta h teleutaÐa mpĹla na eÐnai Ĺsprh

eÐnai Ðsh me thn pijanìthta h prÿth mpĹla na eÐnai Ĺsprh, dhladă, eÐnai m/(m + n).

Prìblhma 20. àqoume dÔo doqeÐa, pou to kajèna perièqei arqikĹ n mpĹlec. EkteloÔme

tèsseric diadoqikèc allagèc mpĹlac. Se kĹje allagă, dialègoume sugqrìnwc kai tuqaÐa

mÐa mpĹla apì kĹje doqeÐo kai thn topojetoÔme sto Ĺllo doqeÐo. Poia eÐnai h pijanì-

thta ìti sto tèloc twn tessĹrwn allagÿn ìlec oi mpĹlec ja eÐnai sto doqeÐo sto opoÐo

brÐskontan arqikĹ?

Prìblhma 21. To dÐlhmma tou fulakismènou. DÔo apì treic fulakismènouc prìkeitai

na afejoÔn eleÔjeroi. O ènac apì touc fulakismènouc rwtĹei to frourì na tou pei thn

tautìthta enìc fulakismènou ektìc apì ton Ðdio pou ja afejeÐ eleÔjeroc. O frourìc

arneÐtai me to parakĹtw skeptikì: sÔmfwna me ìti gnwrÐzei mèqri tÿra, h pijanìthta

na afejeÐc eleÔjeroc eÐnai 2/3, allĹ metĹ thn apĹnthsh mou, h pijanìthta na afejeÐc

eleÔjeroc ja gÐnei 1/2, efìson ja upĹrqoun dÔo fulakismènoi (sumperilambanomènou

kai tou idÐou) twn opoÐwn h tÔqh eÐnai Ĺgnwsth kai akribÿc ènac apì touc dÔo ja afejeÐ

eleÔjeroc. Poio eÐnai to lĹjoc ston trìpo sullogismoÔ tou frouroÔ?

Prìblhma 22. ànac grÐfoc dÔo fakèlwn. Sac dÐnoun dÔo fakèlouc kai gnwrÐzete ìti
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o kajènac perièqei èna posì se eurÿ, to opoÐo eÐnai ènac jetikìc akèraioc arijmìc kai

ìti ta dÔo posĹ eÐnai diaforetikĹ. Oi timèc twn dÔo autÿn posÿn montelopoioÔntai wc

stajerèc kai eÐnai Ĺgnwstec. QwrÐc na gnwrÐzete poia eÐnai ta posĹ, epilègete tuqaÐa

ènan apì touc dÔo fakèlouc, kai afoÔ koitĹxete to posì mèsa sto fĹkelo, mporeÐte

na allĹxete touc fakèlouc eĹn to epijumeÐte. ànac fÐloc isqurÐzetai ìti h parakĹtw

strathgikă ja auxăsei se pĹnw apì 1/2 thn pijanìthtĹ sac na katalăxete me to fĹkelo

me to megalÔtero posì: rÐxte èna nìmisma epaneilhmmèna, èstw ìti X isoÔtai me 1/2

sun ton arijmì twn rÐyewn pou apaitoÔntai gia na èrjei korÿna gia prÿth forĹ kai

kĹnete antallagă eĹn to posì ston fĹkelo pou epilèxate eÐnai mikrìtero apì thn timă

thc X . EÐnai swstìc o isqurismìc tou fÐlou sac?

Prìblhma 23. To parĹdoxo thc epagwgăc. Jewrăste mÐa dălwsh pou den gnwrÐzete

an alhjeÔei. Efìson parathrăsoume pollĹ paradeÐgmata ta opoÐa eÐnai sumbatĹ me

aută, mpaÐnoume ston peirasmì na jewrăsoume th dălwsh aută wc pio pijană. Ana-

ferìmaste se tètoiou eÐdouc logikă wc epagwgikì sullogismì (apì filosofikăc, parĹ

majhmatikăc Ĺpoyhc). Jewrăste tÿra th dălwsh “ìlec oi agelĹdec eÐnai Ĺsprec.fl MÐa

isodÔnamh dălwsh eÐnai “otidăpote den eÐnai Ĺspro den eÐnai agelĹda.fl Tìte parath-

roÔme merikĹ maÔra korĹkia. Oi parathrăseic mac eÐnai xekĹjara sumbatèc me thn

dălwsh, allĹ kĹnoun thn upìjesh “ìlec oi agelĹdec eÐnai Ĺsprec fl pio pijană?

Gia na analÔsoume mÐa tètoia katĹstash, jewroÔme èna montèlo pijanìthtac. Ac

upojèsoume ìti upĹrqoun dÔo dunatèc katastĹseic ston kìsmo tic opoÐec montelopoioÔ-

me wc sumplhrwmatikĹ gegonìta:

A : ìlec oi agelĹdec eÐnai Ĺsprec,

Ac : 50% ìlwn twn agelĹdwn eÐnai Ĺsprec.

àstw p h pijanìthta P(A), ek twn protèrwn gnwstă ìti ìlec oi agelĹdec eÐnai Ĺsprec.

KĹnoume mÐa paratărhsh mÐac agelĹdac ă enìc korakioÔ, me pijanìthta q kai 1 − q,

antÐstoiqa, anexĹrthta apì to an to gegonìc A sumbaÐnei ă ìqi. Upojèste ìti 0 < p < 1,

0 < q < 1 kai ìti ìla ta korĹkia eÐnai maÔra.

(a) Dedomènou tou gegonìtoc B = {èna maÔro korĹki parathrăjhke}, poia eÐnai h

P(A |B)?

(b) Dedomènou tou gegonìtoc C = {mÐa Ĺsprh agelĹda parathrăjhke}, poia eÐnai h

P(A |C)?

Prìblhma 24.* H parallagă tou jewrămatoc thc desmeumènhc sunolikăc pijanì-

thtac. Na deÐxete thn tautìthta

P(A |B) = P(C |B)P(A |B ∩ C) + P(Cc |B)P(A |B ∩ Cc),

upojètontac ìti ìla ta upì dèsmeush gegonìta èqoun jetikă pijanìthta.

LÔsh. An qrhsimopoiăsoume ton orismì thc desmeumènhc pijanìthtac kai to axÐwma
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thc prosjetikìthtac sta xèna metaxÔ touc sÔnola A ∩ B ∩ C kai A ∩ B ∩ Cc, èqoume

P(C |B)P(A |B ∩ C) + P(Cc |B)P(A |B ∩ Cc)

=
P(B ∩ C)

P(B)
·

P(A ∩ B ∩ C)

P(B ∩ C)
+

P(B ∩ Cc)

P(B)
·

P(A ∩ B ∩ Cc)

P(B ∩ Cc)

=
P(A ∩ B ∩ C) + P(A ∩ B ∩ Cc)

P(B)

=
P
(
(A ∩ B ∩ C) ∪ (A ∩ B ∩ Cc)

)

P(B)

=
P(A ∩ B)

P(B)

= P(A |B).

Prìblhma 25.* àstw ìti A kai B eÐnai gegonìta me P(A) > 0 kai P(B) > 0. Lème

ìti èna gegonìc B uposthrÐzei èna gegonìc A eĹn P(A |B) > P(A) kai den uposthrÐzei

to gegonìc A eĹn P(A |B) < P(A).

(a) Na deÐxete ìti to B uposthrÐzei to A eĹn kai mìno eĹn to A eishgeÐtai to B.

(b) Upojèste ìti h P(Bc) > 0. Na deÐxete ìti to B uposthrÐzei to A eĹn kai mìno eĹn

to Bc den uposthrÐzei to A.

(g) GnwrÐzoume ìti ènac jhsaurìc brÐsketai se èna apì dÔo mèrh, me pijanìthtec β kai

1− β, antÐstoiqa, ìpou 0 < β < 1. YĹqnoume to prÿto mèroc kai eĹn o jhsaurìc

eÐnai ekeÐ, ton brÐskoume me pijanìthta p > 0. Na deÐxete ìti to gegonìc na mh

broÔme to jhsaurì sto prÿto mèroc uposthrÐzei ìti o jhsaurìc eÐnai sto deÔtero

mèroc.

LÔsh. (a) àqoume P(A |B) = P(A∩B)/P(B), Ĺra to B uposthrÐzei to A eĹn kai mìno

eĹn P(A ∩ B) > P(A)P(B), to opoÐo eÐnai isodÔnamo me to A uposthrÐzei to B, lìgw

summetrÐac.

(b) Efìson P(B) + P(Bc) = 1, èqoume

P(B)P(A) + P(Bc)P(A) = P(A) = P(B)P(A |B) + P(Bc)P(A |Bc),

to opoÐo sunepĹgetai ìti

P(Bc)
(
P(A) − P(A |Bc)

)
= P(B)

(
P(A |B) − P(A)

)
.

Ăra, P(A |B) > P(A) (B uposthrÐzei to A) eĹn kai mìno eĹn P(A) > P(A |Bc) (Bc

den uposthrÐzei to A).

(g) àstw ìti A kai B eÐnai ta gegonìta

A = {o jhsaurìc den eÐnai sto deÔtero mèroc},

B = {den brÐskoume to jhsaurì sto prÿto mèroc}.
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An qrhsimopoiăsoume to jeÿrhma thc sunolikăc pijanìthtac, èqoume

P(B) = P(Ac)P(B |Ac) + P(A)P(B |A) = β(1 − p) + (1 − β),

Ĺra

P(A |B) =
P(A ∩ B)

P(B)
=

1 − β

β(1 − p) + (1 − β)
=

1 − β

1 − βp
> 1 − β = P(A).

àpetai ìti to gegonìc B uposthrÐzei to gegonìc A.

PARAGRAFOS 1.5. AnexarthsÐa

Prìblhma 26. ànac kunhgìc èqei dÔo skÔlouc. KĹpoia mèra, sta Ðqnh kĹpoiou zÿou,

o kunhgìc ftĹnei se èna mèroc ìpou o drìmoc qwrÐzei se dÔo monopĹtia. GnwrÐzei ìti o

kĹje skÔloc, anexĹrthta apì ton Ĺllo, ja epilèxei to swstì monopĹti me pijanìthta

p. O kunhgìc apofasÐzei na afăsei kĹje skÔlo na epilèxei èna monopĹti kai an sumfw-

noÔn, na pĹrei to monopĹti autì, enÿ an diafwnoÔn, na epilèxei tuqaÐa èna monopĹti.

EÐnai h strathgikă tou kalÔterh apì to na afăsei aplÿc ènan apì touc skÔlouc na

apofasÐsei gia to monopĹti?

Prìblhma 27. EpikoinwnÐa mèsw enìc jorubÿdouc kanalioÔ. àna duadikì (0 ă 1)

sÔmbolo to opoÐo apostèlletai mèsw enìc jorubÿdouc kanalioÔ epikoinwnÐac lambĹ-

netai lĹjoc me pijanìthta ǫ0 kai ǫ1, antÐstoiqa (bl. Sq. 1.18). Ta lĹjh sumbìlwn se

diaforetikèc apostolèc eÐnai anexĹrthta.

h

0

0

0

0

Sqăma 1.18: Pijanìthtec lĹjouc se èna duadikì kanĹli epikoinwnÐac.

(a) Upojèste ìti h phgă tou kanalioÔ apostèllei èna 0 me pijanìthta p kai èna 1

me pijanìthta 1 − p. Poia eÐnai h pijanìthta ìti èna tuqaÐa epilegmèno sÔmbolo

lambĹnetai swstĹ?

(b) Upojèste ìti mÐa akoloujÐa sumbìlwn 1011 apostèlletai. Poia eÐnai h pijanìthta

ìti ìla ta sÔmbola lambĹnontai swstĹ?

(g) Se mÐa prospĹjeia na beltiÿsoume thn axiopistÐa, kĹje sÔmbolo apostèlletai

treic forèc kai to apostellìmeno sÔmbolo apokwdikopoieÐtai me ton kanìna thc

pleionìthtac. Me Ĺlla lìgia, èna 0 (ă 1) apostèlletai wc 000 (ă 111, antÐstoiqa)
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kai apokwdikopoieÐtai ston dèkth me 0 (ă 1) eĹn kai mìno eĹn h lambanìmenh

akoloujÐa triÿn sumbìlwn perièqei toulĹqiston dÔo 0 (ă 1, antÐstoiqa). Poia

eÐnai h pijanìthta ìti èna apostellìmeno 0 apokwdikopoieÐtai swstĹ?

(d) Upojèste ìti mÐa phgă apostèllei èna 0 me pijanìthta p kai èna 1 me pijanìthta

1 − p kai ìti qrhsimopoieÐtai h mèjodoc tou mèrouc (g). Poia eÐnai h pijanìthta

ìti èna 0 èqei apostaleÐ dedomènou ìti h lambanìmenh seirĹ eÐnai 101?

Prìblhma 28. To adèlfi tou basiliĹ. O basiliĹc èqei èna adèlfi. Poia eÐnai h

pijanìthta ìti to adèlfi eÐnai adelfìc? Upojèste ìti kĹje gènna èqei san apotèlesma

èna agìri me pijanìthta 1/2, anexĹrthta apì Ĺllec gènnec. Na eÐste prosektikoÐ sth

diatÔpwsh opoiwndăpote Ĺllwn upojèsewn pou èqete na kĹnete gia na fjĹsete se mÐa

apĹnthsh.

Prìblhma 29. Qrăsh enìc prokateilhmmènou nomÐsmatoc gia na pĹroume mÐa mh

prokateilhmmènh apìfash. H AlÐkh kai o Dhmătrhc jèloun na apofasÐsoun na pĹne

sthn ìpera ă ston kinhmatogrĹfo me th rÐyh enìc amerìlhptou nomÐsmatoc. Dustuqÿc,

to mìno diajèsimo nìmisma eÐnai prokateilhmmèno (enÿ h prokatĹlhyh tou den eÐnai

akribÿc gnwstă). Pwc mporoÔn na qrhsimopoiăsoun to prokateilhmmèno nìmisma gia

na pĹroun mÐa apìfash ètsi ÿste opoiadăpote epilogă (ìpera ă kinhmatogrĹfoc) na

epilègetai isopÐjana?

Prìblhma 30. àna hlektrikì sÔsthma apoteleÐtai apì ìmoia stoiqeÐa ta opoÐa eÐnai

leitourgikĹ me pijanìthta p, anexĹrthta apì Ĺlla stoiqeÐa. Ta stoiqeÐa sundèontai se

trÐa uposustămata, ìpwc faÐnontai sto Sq. 1.19. To sÔsthma leitourgeÐ eĹn upĹrqei èna

monopĹti to opoÐo arqÐzei apì to shmeÐo A, teleiÿnei sto shmeÐo B kai apoteleÐtai apì

leitourgikĹ stoiqeÐa. IsodÔnama apaitoÔme ìla ta uposustămata na eÐnai leitourgikĹ.

Poiec eÐnai oi pijanìthtec kai ta trÐa uposustămata, ìpwc kai olìklhro to sÔsthma,

na eÐnai leitourgikĹ?

321

A B

Sqăma 1.19: àna sÔsthma apì ìmoia leitourgikĹ stoiqeÐa apoteleÐtai apì trÐa uposustă-

mata 1, 2 kai 3. To sÔsthma eÐnai leitourgikì eĹn upĹrqei èna monopĹti to opoÐo arqÐzei

apì to shmeÐo A, kai katalăgei sto shmeÐo B kai apoteleÐtai apì leitourgikĹ stoiqeÐa.

Prìblhma 31. AxiopistÐa enìc k-apì-n sustămatoc. àna sÔsthma apoteleÐtai apì n
akribÿc Ðdia stoiqeÐa ta opoÐa eÐnai leitourgikĹ me pijanìthta p, anexĹrthta apì Ĺlla
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stoiqeÐa. To sÔsthma leitourgeÐ eĹn toulĹqiston k apì ta n stoiqeÐa eÐnai leitourgikĹ.

Poia eÐnai h pijanìthta ìti to sÔsthma eÐnai leitourgikì?

Prìblhma 32. MÐa hlektrikă etaireÐa èqei th dunatìthta na parèqei hlektrismì se

mÐa pìlh proerqìmeno apì n diaforetikĹ ergostĹsia. To ergostĹsio i bgaÐnei ektìc

leitourgÐac me pijanìthta pi, anexĹrthta apì ta Ĺlla ergostĹsia.

(a) Upojèste ìti opoiodăpote ergostĹsio èqei th dunatìthta na parĹgei arketì hle-

ktrismì ÿste na uposthrÐxei olìklhrh thn pìlh. Poia eÐnai h pijanìthta h pìlh

na èqei genikă diakopă reÔmatoc?

(b) Upojèste ìti dÔo ergostĹsia eÐnai aparaÐthta gia na apofÔgoume genikă diakopă

reÔmatoc. Poia eÐnai h pijanìthta h pìlh na èqei genikă diakopă reÔmatoc.

Prìblhma 33. àna kuyeloeidèc sÔsthma kinhtăc thlefwnÐac uposthrÐzei n1 “qrăstec

fwnăc fl (autoÔc pou sporadikĹ qreiĹzontai sÔndesh fwnăc) kai n2 “qrăstec dedomè-

nwnfl (autoÔc pou sporadikĹ qreiĹzontai sÔndesh dedomènwn). EktimoÔme ìti se kĹpoio

dedomèno qrìno, kĹje qrăsthc qreiĹzetai na eÐnai sundedemènoc sto sÔsthma me pija-

nìthta p1 (gia qrăstec fwnăc) ă p2 (gia qrăstec dedomènwn), anexĹrthta apì Ĺllouc

qrăstec. O rujmìc dedomènwn gia fwnă eÐnai r1 bits/deuterìlepto enÿ gia dedomèna eÐ-

nai r2 bits/deuterìlepto. To sÔsthma kinhtăc thlefwnÐac èqei sunolikă qwrhtikìthta

c bits/deuterìlepto. Poia eÐnai h pijanìthta ìti perissìteroi qrăstec jèloun na qrh-

simopoiăsoun to sÔsthma apì ìsouc to sÔsthma èqei th dunatìthta na exuphretăsei?

Prìblhma 34. To prìblhma twn pìntwn. O Tèlhc kai h MelÐna paÐzoun èna paiqnÐ-

di gkolf (18 trÔpec) gia èna stoÐqhma 10 eurÿ, kai oi pijanìthtec touc na kerdÐsoun

opoiadăpote apì tic trÔpec eÐnai p kai 1 − p, antÐstoiqa, anexĹrthta apì ta apotelè-

smatĹ touc se opoiesdăpote Ĺllec trÔpec. Sto tèloc twn 10 trupÿn, me to skor na

eÐnai 4 sta 6 upèr thc MelÐna, o Tèlhc paÐrnei èna epeÐgon thlefÿnhma kai prèpei na

parousiasteÐ pÐsw sth douleiĹ tou. ApofasÐzoun na moirĹsoun to stoÐqhma sÔmfwna

me tic pijanìthtec touc na to kerdÐsoun san na to eÐqan teleiÿsei, wc exăc. EĹn pT

kai pW eÐnai oi pijanìthtec ìti o Tèlhc kai h MelÐna, antÐstoiqa, prohgoÔntai sto

skor metĹ apì 18 trÔpec dedomènou tou 4-6 skor metĹ apì 10 trÔpec, tìte o Tèlhc

prèpei na pĹrei èna klĹsma pT /(pT + pW ) tou stoiqămatoc, kai h MelÐna prèpei na

pĹrei to upìloipo pW /(pT + pW ). Pìsa qrămata prèpei na pĹrei o Tèlhc? ShmeÐw-

sh: Autì eÐnai èna parĹdeigma, tou eponomazìmenou, paiqnidioÔ twn pìntwn, to opoÐo

èpaixe èna shmantikì rìlo sthn anĹptuxh thc jewrÐac pijanìthtac. To prìblhma etèjh

apì ton Chevalier de Méréton 17o aiÿna ston Pascal, o opoÐoc eisăgage thn idèa ìti to

kèrdoc enìc paiqnidioÔ pou diekìph ja prèpei na moirasteÐ anĹloga me th desmeumènh

pijanìthta kèrdouc dedomènhc thc katĹstashc tou paiqnidioÔ sto qrìno diakopăc tou.

O Pascalanèluse kĹpoiec eidikèc periptÿseic kai mèsw allhlografÐac me ton Fermat,
èdwse to ènausma gia pollèc peraitèrw analÔseic.

Prìblhma 35. MÐa sugkekrimènh tĹxh èqei istorÐa qamhlăc prosèleushc. H kajhgă-

tria pou enoqlăjhke apofasÐzei ìti den ja kĹnei mĹjhma parĹ mìno eĹn toulĹqiston
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k apì touc n grammènouc foithtèc sto mĹjhma eÐnai parìntec. KĹje foithtăc ja em-

fanisteÐ anexĹrthta sto mĹjhma me pijanìthta pg eĹn o kairìc eÐnai kalìc kai me

pijanìthta pb eĹn o kairìc eÐnai kakìc. Dedomènhc thc pijanìthtac kakoÔ kairoÔ mÐa

dedomènh mèra, na upologÐsete thn pijanìthta h kajhgătria na didĹxei th mèra aută.

Prìblhma 36. Jewrăste th rÐyh enìc nomÐsmatoc to opoÐo eÐnai korÿna me pijanìthta

p kai grĹmmata me pijanìthta 1−p. àstw qn h pijanìthta ìti metĹ apì n anexĹrthtec

rÐyeic, èqoume ènan Ĺrtio arijmì korwnÿn. Na apodeÐxete thn anadromikă sqèsh h

opoÐa susqetÐzei to qn me to qn−1, na th lÔsete kai na epibebaiÿsete ton tÔpo

qn =
(
1 + (1 − 2p)n

)
/2.

Prìblhma 37.* H qrewkopÐa tou paÐkth. ànac paÐkthc bĹzei mÐa seirĹ apì anexĹr-

thta stoiqămata. Se kĹje stoÐqhma, kerdÐzei 1 eurÿ me pijanìthta p kai qĹnei 1 eurÿ

me pijanìthta 1 − p. ArqikĹ, o paÐkthc èqei k eurÿ kai paÐzei mèqri eÐte na mazèyei

n eurÿ eÐte na mhn èqei kajìlou qrămata. Poia eÐnai h pijanìthta ìti o paÐkthc ja

katalăxei me n eurÿ?

LÔsh. Ac dhlÿsoume me A to gegonìc ìti ja katalăxei me n eurÿ kai me F to gegonìc

ìti kerdÐzei to prÿto stoÐqhma. Dhlÿnoume epÐshc me wk thn pijanìthta tou gegonìtoc

A, eĹn arqÐsei me k eurÿ. Efarmìzontac to jeÿrhma thc sunolikăc pijanìthtac, èqoume

wk = P(A |F )P(F ) + P(A |F c)P(F c) = pP(A |F ) + qP(A |F c), 0 < k < n,

ìpou q = 1 − p. Lìgw thc anexarthsÐac twn prohgoÔmenwn kai mellontikÿn stoiqh-

mĹtwn, afoÔ kerdÐsei to prÿto stoÐqhma eÐnai to Ðdio san na arqÐzei tÿra allĹ me

k+1 eurÿ, ètsi ÿste P(A |F ) = wk+1 kai parìmoia P(A |F c) = wk−1. Ăra, èqoume

wk = pwk+1 + qwk−1, to opoÐo mporeÐ na grafteÐ kai wc

wk+1 − wk = r(wk − wk−1), 0 < k < n,

ìpou r = q/p. Ja lÔsoume gia to wk san sunĹrthsh twn p kai q qrhsimopoiÿntac

anadromă kai tic oriakèc timèc w0 = 0 kai wn = 1.

àqoume wk+1 − wk = rk(w1 − w0) kai efìson w0 = 0,

wk+1 = wk + rkw1 = wk−1 + rk−1w1 + rkw1 = w1 + rw1 + · · · + rkw1.

To Ĺjroisma sth dexiĹ pleurĹ upologÐzetai xeqwristĹ gia tic dÔo periptÿseic, ìpou

r = 1 (ă p = q) kai r 6= 1 (ă p 6= q). àqoume

wk =







1 − rk

1 − r
w1, eĹn p 6= q,

kw1, eĹn p = q.

Efìson wn = 1, mporoÔme na lÔsoume wc proc w1 kai epomènwc wc proc wk:

w1 =







1 − r

1 − rn
, eĹn p 6= q,

1

n
, eĹn p = q,
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ètsi ÿste

wk =







1 − rk

1 − rn
, eĹn p 6= q,

k

n
, eĹn p = q.

Prìblhma 38.* àstw A kai B dÔo anexĹrthta gegonìta. Qrhsimopoiăste ton orismì

thc anexarthsÐac gia na apodeÐxete ta parakĹtw:

(a) Ta gegonìta A kai Bc eÐnai anexĹrthta.

(b) Ta gegonìta Ac kai Bc eÐnai anexĹrthta.

LÔsh. (a) To gegonìc A eÐnai h ènwsh twn dÔo xènwn metaxÔ touc gegonìtwn A ∩ Bc

kai A ∩ B. An qrhsimopoiăsoume to axÐwma thc prosjetikìthtac kai thn anexarthsÐa

twn A kai B, èqoume

P(A) = P(A ∩ B) + P(A ∩ Bc) = P(A)P(B) + P(A ∩ Bc).

àpetai ìti

P(A ∩ Bc) = P(A)
(
1 − P(B)

)
= P(A)P(Bc),

Ĺra ta A kai Bc eÐnai anexĹrthta.

(b) Efarmìzoume to apotèlesma tou mèrouc (a) dÔo forèc: prÿta sto A kai B kai metĹ

sto Bc kai A.

Prìblhma 39.* àstw A, B kai C anexĹrthta gegonìta, me P(C) > 0. Na apodeÐxete

ìti to A kai B eÐnai upì dèsmeush anexĹrthta dedomènou tou C.

LÔsh. àqoume

P(A ∩ B |C) =
P(A ∩ B ∩ C)

P(C)

=
P(A)P(B)P(C)

P(C)

= P(A)P(B)

= P(A |C)P(B |C),

Ĺra A kai B eÐnai upì dèsmeush anexĹrthta dedomènou tou C. Ston prohgoÔmeno

upologismì, h prÿth isìthta qrhsimopoieÐ ton orismì thc desmeumènhc pijanìthtac;

h deÔterh qrhsimopoieÐ thn anexarthsÐa pou upojètoume; h tètarth qrhsimopoieÐ thn

anexarthsÐa tou A apì to C, kai tou B apì to C.

Prìblhma 40.* Upojèste ìti ta gegonìta A1, A2, A3, A4 eÐnai anexĹrthta kai ìti h

P(A3 ∩ A4) > 0. Na deÐxete ìti

P(A1 ∪ A2 |A3 ∩ A4) = P(A1 ∪ A2).
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LÔsh. àqoume

P(A1 |A3 ∩ A4) =
P(A1 ∩ A3 ∩ A4)

P(A3 ∩ A4)
=

P(A1)P(A3)P(A4)

P(A3)P(A4)
= P(A1).

Parìmoia, èqoume ìti P(A2 |A3 ∩A4) = P(A2) kai P(A1 ∩A2 |A3∩A4) = P(A1 ∩A2)
kai telikĹ,

P(A1 ∪ A2 |A3 ∩ A4) = P(A1 |A3 ∩ A4) + P(A2 |A3 ∩ A4) − P(A1 ∩ A2 |A3 ∩ A4)

= P(A1) + P(A2) − P(A1 ∩ A2)

= P(A1 ∪ A2).

Prìblhma 41.* O kanìnac diadoqăc tou Laplace. Jewrăste m + 1 koutiĹ me to

k-ostì koutÐ na perièqei k kìkkinec mpĹlec kai m − k Ĺsprec mpĹlec, ìpou to k ku-

maÐnetai metaxÔ 0 kai m. Epilègoume èna koutÐ tuqaÐa (ìla ta koutiĹ eÐnai isopÐjana)

kai epilègoume mÐa mpĹla tuqaÐa apì to koutÐ autì, n diadoqikèc forèc (h mpĹla pou

anasÔroume antikajÐstatai kĹje forĹ, kai kĹje kainoÔrgia mpĹla epilègetai anexĹr-

thta). Upojèste ìti trabĹme mÐa kìkkinh mpĹla se kĹje mÐa apì tic n forèc. Poia

eÐnai h pijanìthta ìti eĹn trabăxoume mÐa akìma mpĹla ìti aută ja eÐnai kìkkinh? Na

ektimăsete thn pijanìthta gia megĹlo m.

LÔsh. Jèloume na broÔme th desmeumènh pijanìthta P(E |Rn), ìpou E eÐnai to gegonìc

ìti anasÔrame mÐa kìkkinh mpĹla thn n+1 forĹ kai Rn eÐnai to gegonìc ìti mÐa kìkkinh

mpĹla anasÔrjhke se kajemÐa apì tic n prohgoÔmenec forèc. DiaisjhtikĹ, h suneqăc

anĹsursh mÐac kìkkinhc mpĹlac deÐqnei ìti èqei epilegeÐ èna koutÐ me megĹlo posostì

apì kìkkinec mpĹlec, Ĺra perimènoume ìti h P(E |Rn) eÐnai pio kontĹ sto 1 parĹ

sto 0. PrĹgmati, o LaplaceqrhsimopoÐhse to parĹdeigma autì, gia na upologÐsei thn

pijanìthta ìti o ălioc ja anateÐlei aÔrio dedomènou ìti anèteile ta prohgoÔmena 5,000

qrìnia. (Den eÐnai xekĹjaro pìso sobarìc ătan o Laplacegia ton upologismì autì,

allĹ h istorÐa aută eÐnai mèroc thc parĹdoshc thc jewrÐac pijanìthtac.)

àqoume

P(E |Rn) =
P(E ∩ Rn)

P(Rn)
,

kai qrhsimopoiÿntac to jeÿrhma thc sunolikăc pijanìthtac, èqoume

P(Rn) =
m∑

k=0

P( to k-ìsto koutÐ epilègetai )

(
k

m

)n

=
1

m + 1

m∑

k=0

(
k

m

)n

,

P(E ∩ Rn) = P(Rn+1) =
1

m + 1

m∑

k=0

(
k

m

)n+1

.

Gia megĹlo m, jewroÔme thn P(Rn) wc mÐa katĹ tmămata stajeră prosèggish enìc

oloklhrÿmatoc:

P(Rn) =
1

m + 1

m∑

k=0

(
k

m

)n

≈
1

(m + 1)mn

∫ m

0

xndx =
1

(m + 1)mn
·
mn+1

n + 1
≈

1

n + 1
.
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ParomoÐwc,

P(E ∩ Rn) = P(Rn+1) ≈
1

n + 2
,

ètsi ÿste

P(E |Rn) ≈
n + 1

n + 2
.

Ăra, gia megĹlo m, h anĹsursh mÐac akìma kìkkinhc mpĹlac eÐnai sqedìn sÐgourh ìtan

to n eÐnai megĹlo.

Prìblhma 42.* O tÔpoc tou diwnumikoÔ suntelestă kai to trÐgwno tou Pascal.

(a) Qrhsimopoiăste ton orismì tou
(
n
k

)
wc ton arijmì twn diaforetikÿn akoloujiÿn

n rÐyewn me k korÿnec, gia na apodeÐxete thn anadromă pou proteÐnetai apì to

eponomazìmeno trÐgwno tou Pascal, to opoÐo dÐnetai sto Sq. 1.20.

(b) Qrhsimopoiăste thn anadromă pou apodeÐqthke sto mèroc (a) kai epagwgă, gia na

apodeÐxete ton tÔpo
(

n

k

)

=
n!

k! (n − k)!
.

(  )(  )

(  )

1

2

4

2
3

0
3

2
2

1
1

1
3

3
3

0
0

0
4

1
4

2
4

3
4

4
4

1
2

0
2

0
1

1 1

.  .  .  .  .  .  .  .

4

1 1

1 1

1 1

3

6

3

.  .  .  .  .  .  .  .

(  )

(  )
(  ) (  )

(  ) (  )

(  )(  ) (  )

(  )(  ) (  )

Sqăma 1.20: Mèjodoc seiriakoÔ upologismoÔ twn diwnumikÿn suntelestÿn qrhsimopoiÿ-

ntac to trÐgwno tou Pascal. KĹje ìroc
(

n

k

)
sthn trigwnikă diĹtaxh sta aristerĹ upolo-

gÐzetai kai topojeteÐtai sthn trigwnikă diĹtaxh sta dexiĹ prosjètontac touc dÔo geÐtonec

sth grammă pĹnw apì aută (ektìc apì touc oriakoÔc ìrouc me k = 0 kai k = n, oi

opoÐoi isoÔntai me 1).

LÔsh. (a) Parathrăste ìti mporoÔme na èqoume mÐa akoloujÐa n rÐyewn pou perièqei

k korÿnec (gia 0 < k < n) me dÔo trìpouc:

(1) An arqÐsoume me mÐa akoloujÐa (n − 1) rÐyewn h opoÐa perièqei k korÿnec kai

ac prosjèsoume grĹmmata sto tèloc. UpĹrqoun
(
n−1

k

)
diaforetikèc tètoiou tÔpou

akoloujÐec.
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(2) An arqÐsoume me thn akoloujÐa (n−1) rÐyewn h opoÐa perièqei k−1 korÿnec kai

prosjèsoume mÐa korÿna sto tèloc. UpĹrqoun
(
n−1
k−1

)
diaforetikèc tètoiou tÔpou

akoloujÐec.

Ăra
(

n

k

)

=







(
n − 1

k − 1

)

+

(
n − 1

k

)

, eĹn k = 1, 2, . . . , n − 1,

1, eĹn k = 0, n.

Autìc eÐnai o tÔpoc pou antistoiqeÐ ston upologismì tou trigÿnou tou Pascalkai o

opoÐoc dÐnetai sto Sq. 1.20.

(b) QrhsimopoioÔme thn anadromă tou mèrouc (a), gia na apodeÐxoume ton tÔpo

(
n

k

)

=
n!

k! (n − k)!
,

me epagwgă wc proc to n. PrĹgmati, èqoume apì ton orismì
(
1
0

)
=
(
1
1

)
= 1, Ĺra, gia

n = 1 o parapĹnw tÔpoc isqÔei efìson qrhsimopoioÔme th sÔmbash 0! = 1. EĹn o

tÔpoc isqÔei gia kĹje deÐkth mèqri to n − 1, èqoume gia k = 1, 2, . . . , n − 1,

(
n

k

)

=

(
n − 1

k − 1

)

+

(
n − 1

k

)

=
(n − 1)!

(k − 1)! (n − 1 − k + 1)!
+

(n − 1)!

k! (n − 1 − k)!

=
k

n
·

n!

k! (n − k)!
+

n − k

n
·

n!

k! (n − k)!

=
n!

k! (n − k)!
,

kai h epagwgă oloklhrÿnetai.

Prìblhma 43.* To lămma tou Borel-Cantelli. Jewrăste mÐa Ĺpeirh akoloujÐa apì

epanalăyeic. H pijanìthta epituqÐac sthn i-ostă epanĹlhyh eÐnai kĹpoioc jetikìc

arijmìc pi. àstw N to gegonìc ìti den upĹrqei kammÐa epituqÐa kai èstw I to gegonìc

ìti upĹrqei ènac Ĺpeiroc arijmìc epituqiÿn.

(a) Upojèste ìti oi epanalăyeic eÐnai anexĹrthtec kai ìti to
∑∞

i=1 pi = ∞. Na deÐxete

ìti P(N) = 0 kai P(I) = 1.

(b) Upojèste ìti to
∑∞

i=1 pi < ∞. Na deÐxete ìti P(I) = 0.

LÔsh. (a) To gegonìc N eÐnai èna uposÔnolo tou gegonìtoc ìti den upĹrqoun epituqÐec

stic prÿtec n epanalăyeic, ètsi ÿste

P(N) ≤
n∏

i=1

(1 − pi).
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An pĹroume logarÐjmouc, èqoume

log P(N) ≤
n∑

i=1

log(1 − pi) ≤
n∑

i=1

(−pi).

An pĹroume to ìrio kajÿc to n teÐnei sto Ĺpeiro, èqoume log P(N) = −∞, ă P(N) = 0.

àstw tÿra to gegonìc Ln ìti upĹrqei ènac arijmìc epituqiÿn kai ìti h teleutaÐa

epituqÐa sumbaÐnei sthn n-ostă epanĹlhyh. QrhsimopoioÔme to apotèlesma pou èqoume

ădh apodeÐxei P(N) = 0 kai to efarmìzoume sthn akoloujÐa twn epanalăyewn metĹ thn

n-ostă epanĹlhyh, gia na pĹroume P(Ln) = 0. To gegonìc Ic (peperasmènoc arijmìc

epituqiÿn) eÐnai h ènwsh twn xènwn metaxÔ touc gegonìtwn Ln, n ≥ 1, kai N , ètsi ÿste

h

P(Ic) = P(N) +
∞∑

n=1

P(Ln) = 0,

kai P(I) = 1.

(b) àstw Si to gegonìc ìti h i-ostă epanĹlhyh eÐnai epituqăc. KajorÐste kĹpoio arijmì

n kai gia kĹje i > n, èstw Fi to gegonìc ìti h prÿth epituqÐa metĹ th forĹ n sumbaÐnei

sthn forĹ i. Parathrăste ìti Fi ⊂ Si. TelikĹ, èstw ìti An eÐnai to gegonìc na

upĹrqei mÐa toulĹqiston epituqÐa metĹ apì qrìno n. Parathrăste ìti I ⊂ An, epeidă

ènac Ĺpeiroc arijmìc epituqiÿn sunepĹgetai ìti upĹrqoun epituqÐec pou akoloujoÔn thn

epanĹlhyh n. Epiplèon, to gegonìc An eÐnai h ènwsh twn xènwn metaxÔ touc gegonìtwn

Fi, i > n. Ăra,

P(I) ≤ P(An) = P

(
∞⋃

i=n+1

Fi

)

=

∞∑

i=n+1

P(Fi) ≤
∞∑

i=n+1

P(Si) =

∞∑

i=n+1

pi.

PaÐrnoume to ìrio kai apì tic dÔo pleurèc ìpwc to n → ∞. Lìgw thc upìjeshc
∑∞

i=1 pi < ∞, h dexiĹ pleurĹ sugklÐnei sto mhdèn. Autì sunepĹgetai ìti P(I) = 0.

PARAGRAFOS 1.6. ArÐjmhsh

Prìblhma 44. O grÐfoc tou de Méré. àna exĹpleuro zĹri rÐqnetai treic forèc

anexĹrthta. Poio eÐnai to pio pijanì: èna Ĺjroisma Ðso me 11 ă èna Ĺjroisma Ðso me

12? (To erÿthma autì tèjhke apì ton eugenă de Mérésto fÐlo tou Pascalton 17o

aiÿna.)

Prìblhma 45. To prìblhma twn genejlÐwn. Jewrăste n Ĺtoma ta opoÐa parÐsta-

ntai se èna pĹrtu. Upojètoume ìti kĹje Ĺtomo èqei Ðsh pijanìthta na èqei gennhjeÐ

opoiadăpote mèra tou qrìnou, anexĹrthta apì opoiodăpote Ĺllo Ĺtomo, kai agnoăste

ta dÐsekta èth (dhladă, upojèste ìti kaneÐc den genniètai stic 29 FebrouarÐou). Poia

eÐnai h pijanìthta ìti kĹje Ĺtomo èqei diaforetikĹ genèjlia?

Prìblhma 46. àna doqeÐo perièqei m kìkkinec kai n Ĺsprec mpĹlec.
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(a) AnasÔroume dÔo mpĹlec tuqaÐa kai sugqrìnwc. PerigrĹyte to deigmatikì qÿro kai

upologÐste thn pijanìthta ìti oi epilegmènec mpĹlec èqoun diaforetikì qrÿma,

qrhsimopoiÿntac dÔo mejìdouc: mÐa mèjodo arÐjmhshc basismènh sto diakritì

omoiìmorfo nìmo kai mÐa seiriakă mèjodo basismènh sto nìmo tou pollaplasia-

smoÔ.

(b) RÐqnoume èna amerìlhpto 3-èdro zĹri tou opoÐou oi pleurèc eÐnai 1,2,3 kai an èrjei

k, aposÔroume k mpĹlec apì to doqeÐo tuqaÐa kai tic bĹzoume katĹ mèroc. Peri-

grĹyte to deigmatikì qÿro kai upologÐste thn pijanìthta ìti ìlec oi mpĹlec pou

anasÔrjhkan eÐnai kìkkinec, qrhsimopoiÿntac th mèjodo “diaÐrei kai basÐleuefl

kai to jeÿrhma thc sunolikăc pijanìthtac.

Prìblhma 47. KĹnoume paiqnÐdi me mÐa kalĹ anakatemènh trĹpoula 52 qartiÿn. Na

upologÐsete thn pijanìthta ìti to 13o qartÐ eÐnai o prÿtoc balèc pou emfanÐzetai.

Prìblhma 48. Enenănta foithtèc, sumperilambanomènou tou GiĹnnh kai thc MarÐac,

prìkeitai na qwristoÔn se treic tĹxeic Ðdiou megèjouc kai autì ja gÐnei me tuqaÐo trìpo.

Poia eÐnai h pijanìthta ìti o GiĹnnhc kai h MarÐa ja katalăxoun sthn Ðdia tĹxh?

Prìblhma 49. EÐkosi diaforetikĹ autokÐnhta parkĹroun ston Ðdio qÿro parkarÐ-

smatoc kĹje mèra. Dèka apì autĹ kataskeuĹzontai sthn Amerikă, enÿ ta upìloipa

kataskeuĹzontai se Ĺllec qÿrec. O qÿroc parkarÐsmatoc èqei akribÿc eÐkosi jèseic,

ìlec se mÐa seirĹ, ètsi ÿste ta autokÐnhta na parkĹroun to èna dÐpla sto Ĺllo. W-

stìso, oi odhgoÐ èqoun diaforetikĹ progrĹmmata, kai epomènwc h jèsh parkarÐsmatoc

tou opoiodăpote autokÐnhto mporeÐ na qrhsimopoiăsei kĹpoia mèra eÐnai tuqaÐa.

(a) Me pìsouc diaforetikoÔc trìpouc mporoÔn ta autokÐnhta na parkĹroun?

(b) Poia eÐnai h pijanìthta ta autokÐnhta na enallĹssontai (dÔo autokÐnhta kataskeu-

asmèna sthn Amerikă den parkĹrontai to èna dÐpla sto Ĺllo kai dÔo autokÐnhta

kataskeuasmèna se Ĺllec qÿrec den parkĹrontai to èna dÐpla sto Ĺllo)?

Prìblhma 50. Oktÿ pÔrgoi topojetoÔntai se diaforetikĹ tetrĹgwna mÐac skakièrac

8 × 8, me ìlec tic dunatèc topojetăseic na eÐnai isopÐjanec. Na breÐte thn pijanìthta

ìti ìloi oi pÔrgoi eÐnai asfaleÐc o ènac apì ton Ĺllo, dhladă, den upĹrqei grammă ă

stălh me parapĹnw apì èna pÔrgo.

Prìblhma 51. àna akadhmaðkì tmăma prosfèrei 8 majămata qamhloÔ epipèdou:

{L1, L2, . . . , L8} kai 10 majămata uyhloÔ epipèdou: {H1, H2, . . . , H10}. àna ègku-

ro prìgramma spoudÿn apoteleÐtai apì 4 qamhloÔ epipèdou majămata, kai 3 uyhloÔ

epipèdou majămata.

(a) Pìsa diaforetikĹ progrĹmmata spoudÿn eÐnai dunatĹ?

(b) Upojèste ìti {H1, . . . , H5} èqoun to L1 wc proapaitoÔmeno mĹjhma, kai ta {H6, . . .
H10} èqoun to L2 kai L3 wc proapaitoÔmena, dhladă, opoiodăpote prìgramma
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spoudÿn to opoÐo perièqei, ac poÔme, èna apì ta {H1, . . . , H5} prèpei epÐshc na

perièqei to L1. Pìsa diaforetikĹ progrĹmmata spoudÿn upĹrqoun?

Prìblhma 52. Pìsec protĹseic 6 lèxewn mporoÔn na dhmiourghjoÔn qrhsimopoiÿntac

kajèna apì ta 26 grĹmmata thc alfabătou (agglikì alfĹbhto) akribÿc mÐa forĹ? MÐa

lèxh orÐzetai wc mÐa mh kenă (pijanìn akatalabÐstikh) akoloujÐa grammĹtwn.

Prìblhma 53. Jewrăste mÐa omĹda n atìmwn. àna klamp apoteleÐtai apì èna eidikì

Ĺtomo thc omĹdac (ton arqhgì tou klamp) kai ènan arijmì (pijanÿc mhdèn) epiplèon

mèlh tou klamp.

(a) Exhgăste giatÐ to plăjoc twn dunatÿn klamp eÐnai n2n−1.

(b) Na breÐte ènan enallaktikì trìpo na arijmăsete ton arijmì twn dunatÿn klamp

kai na deÐxete ìti

n∑

k=1

k

(
n

k

)

= n2n−1.

Prìblhma 54. TrabĹme ta prÿta 7 qartiĹ mÐac kalĹ anakatemènhc trĹpoulac 52

qartiÿn. Na breÐte thn pijanìthta ìti:

(a) Ta 7 qartiĹ perièqoun akribÿc 3 Ĺssouc.

(b) Ta 7 qartiĹ perièqoun akribÿc 2 balèdec.

(g) Ta 7 qartiĹ perièqoun akribÿc 3 Ĺssouc kai 2 balèdec.

Prìblhma 55. ànac qÿroc parkarÐsmatoc perièqei 100 autokÐnhta, apì ta opoÐa k
eÐnai elattwmatikĹ. Epilègoume m apì autĹ sthn tÔqh kai kĹnoume èlegqo odăghshc.

Na breÐte thn pijanìthta ìti n apì ta autokÐnhta pou elègxame eÐnai elattwmatikĹ.

Prìblhma 56. MÐa kalĹ anakatwmènh trĹpoula 52 qartiÿn moirĹzetai se 4 paÐktec.

Na breÐte thn pijanìthta ìti kajènac apì touc paÐktec trabĹei ènan Ĺsso.

Prìblhma 57.* Upergewmetrikèc pijanìthtec. àna doqeÐo perièqei n mpĹlec, apì

tic opoÐec oi m eÐnai kìkkinec. Epilègoume k mpĹlec sthn tÔqh, qwrÐc epanatopojèthsh

(dhladă, oi epilegmènec mpĹlec den mpaÐnoun pÐsw sto doqeÐo prin thn epìmenh epilogă).

Poia eÐnai h pijanìthta ìti i apì tic epilegmènec mpĹlec eÐnai kìkkinec?

LÔsh. O deigmatikìc qÿroc apoteleÐtai apì touc
(
n
k

)
diaforetikoÔc trìpouc pou mpo-

roÔme na epilèxoume k apì tic diajèsimec mpĹlec. Gia na sumbeÐ to gegonìc pou mac

endiafèrei, èqoume na epilèxoume i apì tic kìkkinec mpĹlec m, to opoÐo mporeÐ na gÐnei

me
(
m
i

)
trìpouc kai epÐshc na epilèxoume k − i apì tic n − m mple mpĹlec, to opoÐo
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mporeÐ na gÐnei me
(
n−m

k−i

)
trìpouc. Ăra h zhtoÔmenh pijanìthta eÐnai

(
m

i

)(
n − m

k − i

)

(
n

k

) ,

gia kĹje i ≥ 0 pou ikanopoieÐ i ≤ m, i ≤ k kai k − i ≤ n − m. Gia ìla ta Ĺlla i, h

pijanìthta eÐnai mhdèn.

Prìblhma 58.* Diìrjwsh tou arijmoÔ twn metajèsewn antikeimènwn pou den xe-

qwrÐzoun. ätan metajètoume n antikeÐmena, merikĹ apì ta opoÐa eÐnai tou Ðdiou tÔpou

metaxÔ touc, diaforetikèc metajèseic endèqetai na odhgăsoun se akoloujÐec antikeimè-

nwn pou den xeqwrÐzoun, Ĺra o arijmìc twn akoloujiÿn pou xeqwrÐzoun eÐnai n!. Gia

parĹdeigma, upĹrqoun 6 metajèseic grammĹtwn A, B kai C:

ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA,

allĹ mìno treic akoloujÐec pou xeqwrÐzoun kai mporoÔn na dhmiourghjoÔn qrhsimopoi-

ÿntac ta grĹmmata A, D kai D:

ADD, DAD, DDA .

(a) Upojèste ìti k apì n antikeÐmena den xeqwrÐzoun. Na deÐxete ìti to plăjoc twn

akoloujiÿn antikeimènwn pou xeqwrÐzoun eÐnai n!/k!.

(b) Upojèste ìti upĹrqoun r tÔpoi antikeimènwn pou den xeqwrÐzoun kai gia kĹje i, ki

antikeÐmena eÐnai tÔpou i. Na deÐxete ìti to plăjoc twn antikeimènwn pou xeqwrÐ-

zoun eÐnai
n!

k1! k2! · · · kr!
.

LÔsh. (a) KĹje mÐa apì tic n! metajèseic antistoiqeÐ se k! panomoiìtupec akoloujÐec tic

opoÐec paÐrnoume metajètontac k antikeÐmena pou den xeqwrÐzoun. Ăra, oi n! metajèseic

mporoÔn na omadopoihjoÔn se n!/k! omĹdec twn k! metajèsewn pou den xeqwrÐzoun.

Ăra to plăjoc twn akoloujiÿn pou xeqwrÐzoun eÐnai n!/k!. Gia parĹdeigma, ta trÐa

grĹmmata A, D kai D dÐnoun 3! = 6 metajèseic

ADD, ADD, DAD, DDA, DAD, DDA ,

pou paÐrnoume antikajistÿntac to B kai C me to D stic metajèseic twn A, B, kai C
pou dìjhkan nwrÐtera. Epomènwc, oi 6 autèc metajèseic mporoÔn na diairejoÔn se

n!/k! = 3!/2! = 3 omĹdec

{ADD, ADD}, {DAD, DAD}, {DDA, DDA},

ìpou kĹje omĹda èqei k! = 2! = 2 metajèseic pou den xeqwrÐzoun.
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(b) MÐa lÔsh eÐnai na epekteÐnoume to epiqeÐrhma sto (a) parapĹnw: gia kĹje anti-

keÐmeno tÔpou i, upĹrqoun ki! metajèseic antikeimènwn twn ki antikeimènwn pou den

xeqwrÐzoun. Ăra, kĹje metĹjesh anăkei se mÐa omĹda apì k1! k2! · · ·kr! metajèseic pou

den xeqwrÐzoun, oi opoÐec dÐnoun ìlec thn Ðdia akoloujÐa antikeimènwn.

àna enallaktikì epiqeÐrhma èqei wc exăc. H epilogă mÐac akoloujÐac antikeimènwn

pou xeqwrÐzoun antistoiqeÐ sto na arqÐsoume me n topojetăseic kai gia kĹje i, na epilè-

xoume tic ki topojetăseic pou katalambĹnontai apì antikeÐmena tÔpou i. Autì eÐnai to

Ðdio ìpwc to na diamerÐsoume to sÔnolo twn {1, . . . , n} se omĹdec megèjouc k1, . . . , kr

kai to plăjoc autÿn twn diamerÐsewn dÐnetai apì ton poluwnumikì suntelestă.


